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مجة الخطية ا حالات خاصة لمش  كل البر

ي تعد حالات خاصة لحلول 
مجة الخطية والت  هناك حالات خاصة يمكن ان نلاحظها عند حل نموذج البر

 :  تلك النماذج وهي

 𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑒 𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑎𝑙 𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛:  تعدد الحلول المثلى  .1

مجة الخطية, ولكن هناك حاللة خاصة  من المفروض ان نحصل على حل أمثل واحد عند حل نموذج البر

وهي حصولنا على أكبر من حل أمثل )أي تعدد الحلول المثلى(, تحصل هذه الحالة عندما توازي احد  

ة  القيود الهيكلية المحددة لمنطقة ال حلول الممكنة دالة الهدف الخطية, ويمكن ملاحظة هذه الحالة مباشر

ة  من النموذج عندما نجد ان معاملات احد القيود الهيكلية من مضاعفات معاملات دالة الهدف المناضر

 : ي
ي المثال الات 

 لها عندها نتوقع حلول متعددة مثلى لهذا النموذج, وكما موضح فر

 : (3)مثال 

: اوجد الحل الامثل  ي
مجة الخطية الآت   لنموذج البر

𝑀𝑎𝑥𝑍 = 2𝑋1 + 4𝑋2 

𝑆. 𝑇. 

5𝑋1 + 𝑋2 ≤ 400   

4𝑋1 + 8𝑋2 ≤ 480  

𝑋1, 𝑋2 ≥  0 

 الحل: 

ة لها, لذا نتوقع حصول  ي هي من مضاعفات معاملات دالة الهدف المناضر
  نلاحظ ان معاملات القيد الثاتر

ي لحل هذا النموذج: حلول متعددة مثلى لهذه المشكلة . سوف نتبع طريقة الرسم 
 البياتر

 نحدد نقاط القيود: 

 النقطة 

 القيد الأول 

5𝑥1 + 𝑥2 = 400 

 

 النقطة 

ي 
 القيد الثاتر

4𝑥1 + 8𝑥2 = 480 

𝑥2 𝑥1 𝑥2 𝑥1 

𝐴 400 0 𝐶 60 0 

𝐵 0 80 𝐷 0 120 

ر  ,𝐵(80 ,0)  نرسم القيد الاول بتثبيت النقطتي  𝐴(0 ,400) 

ر   ي بتثبيت النقطتي 
,𝐷(120 ,0)والقيد الثاتر 𝐶(0 ,60)   : ي

ي الشكل الات 
ر فر  وكما مبي 
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مجة الخطية ومنطقة الحلول الممكنة (6)ل ـشك ي لقيود نموذج البر
 : الرسم البياتر

, 0) نلاحظ ان منطقة الحلول الممكنة هي المحددة بالنقاط المتطرفة (6) من الشكل 𝐶 , 𝐸 , 𝐵)  علما

, 𝑬(75.56ان النقطة   ي )تم الحصول على احداثياتها بحل    (22.22
هي نقطة تقاطع القيدين الاول والثاتر

 
 
ي القيدين انيا

ك ايجاد احداثياتها كتمرين للطالب(. و لايجاد الحل الامثل نعو  معادلت  ض احداثيات ويب 

 : ي
ر بالجدول الآت  ي دالة الهدف وكما مبي 

 النقاط المتطرفة فر

= 𝑚𝑎𝑥 𝑍  قيمة دالة الهدف النقاط المتطرفة  2 𝑥1  +  4 𝑥2 

𝑂(0 , 0) 𝑍 = 0 

𝐶(0 , 60) 𝑍 = 0 + 4 ∗ (60) = 240 

𝐸(75.56 , 22.22) 𝑍 = 2 ∗ 75.56 + 4 ∗ (22.22) = 240 

𝐵(80 , 0) 𝑍 = 2 ∗ 80 + 0 = 160 

ر  وهذه القيمة تحققها احداثيات النقطت   (240)من الجدول اعلاه نلاحظ ان اكبر قيمة لدالة الهدف هي   ي 

𝑬(75.56 , , 𝑪(0 و (22.22 ي هناك  ,    (60
ر الحلول الممكنة يحقق الحل أوذلك يعتر كبر من حل من بي 

ي الحقيقة كل نقطة تقع على قطعة المستقيم  
   (𝐶𝐸)الامثل, وفر

 
 (240)عطي نفس قيمة دالة الهدف وهي  ت

ي هي من  
ي تمثل اكبر قيمة للهدف القيمة المثلى, وهذا ما توقعناه من ملاحظة ان معاملات القيد الثاتر

والت 

ة لها, ويمكن ملاحظة ذلك برسم الخط المستقيم الذي يمثل  مضاعفات معاملات دالة الهدف المناضر

اض أي ر قيمة للهدف محص دالة الهدف على افب  𝑍)ولتكن مثلا  (240)و  (0)ورة بي  = , أي (100

2𝑥1)رسم معادلة الخط المستقيم  + 4𝑥2 = 100)  : ي
 وكالات 
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 النقطة
2𝑥1 + 42 = 100 

𝑥2 𝑥1 

𝐹 400 0 
𝐺 0 80 

𝑍)ورسم الخط المستقيم الممثل لدالة الهدف عندما  = ي الشكل  (100
ر فر , أذ نلاحظ ان  (6)مبي 

ي تمثل دالة الهدف توازي قطعة المستقيم   (𝐹𝐺)قطعة المستقيم  
ي تمثل ذلك الجزء من  (𝐶𝐸)والت 

الت 

ي المحدد لمنطقة الحلول الممكنة. 
 القيد الثاتر

ي دالة  (𝐶𝐸)ملاحظة يمكن للطالب ان يأخذ أي نقطة واقعة على قطعة المستقيم 
وتعويض احداثياتها فر

ي تساويالهدف ليتحقق 
 (240) من انها تساوي اكبر قيمة للهدف والت 

 

 𝑈𝑛𝑏𝑜𝑢𝑛𝑑𝑒𝑑 𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠: الحلول غبر المحدودة .2

مجة الخطية على حلول ممكنة غب  محدودة وهي حالة خاصة نادرة   قد نحصل عند حل مشكلات البر

ي الرسم  
ي الحياة العملية, ونلاحظ هذه الحالة الخاصة فر

ي عندما نحصل على منطقة حلول الحدوث فر
البياتر

 : ي
 ممكنة غب  محدودة وكما موضح بالمثال الات 

  : ( 4مثال ) 

 : ي
مجة الخطية الآت   اوجد الحل الامثل لنموذج البر

𝑚𝑎𝑥 𝑍 = 10𝑥1 + 23𝑥2 

𝑆. 𝑇 

3𝑥1 + 5𝑥2 ≥ 75 

𝑋2 ≤ 12 

𝑥1 , 𝑥2 ≥ 0 
 الحل: 

ي ونحدد منطقة الحلول 
 الممكنة: نرسم القيدين الاول والثاتر

 القيد الأول 

3𝑥1 + 5𝑥2 =  النقطة  75

𝑥1 𝑥2 

0 15 𝐴 

25 0 𝐵 

ر  ,𝐵(80 ,0)  القيد الاول يمثل بالمستقيم المار بالنقطتي  𝐴(0 ,15)  . 

ي فيمثل بالمستقيم المار بالنقطة
ي   𝐶(0 ,12) اما القيد الثاتر

 (𝑥1) والموازي للمحور الافق 

ي 
ر بالشكل الآت   : وكما مبي 
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ي لقيدي النموذج ومنطقة الحلول الممكنة : (7)شكل 
 الرسم البياتر

ر القيدين( غب  محدودة (7)نلاحظ من الشكل  كة بي   ان منطقة الحلول الممكنة )المنطقة المشب 

)مفتوحة( وعليه ليس للمشكلة حل امثل, أذ كلما ابتعدنا عن نقطة الاصل نحصل على حل يعطي قيمة  

 اعلى لدالة الهدف. 

 𝑁𝑜 𝐹𝑒𝑎𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠:  حلول مقبولةعدم وجود  .3

مجة الخطية عبارة عن مجموعة خالية   اذا كانت منطقة الحلول الممكنة الناتجة من تقاطع قيود نموذج البر

مجة الخطية, بمعتر آخر ليس هناك حلول ممكنة لنموذج  فاننا لن نحصل على حلول ممكنة لمشكلة البر

ي 
مجة الخطية فر  قيود النموذج وبالتالي ليس هناك حل امثل البر

ر كة بي  حالة عدم وجود منطقة مشب 

 : ي
 للمشكلة, كما موضح بالمثال الآت 

ي  : (5)مثال 
مجة الخطية الآت   اوجد الحل الامثل لنموذج البر

𝑚𝑖𝑛 𝑍 = 20𝑥1 + 15𝑥2 

𝑆. 𝑇. 

5𝑥1 + 10𝑥2 ≤ 25 

5𝑥1 + 10𝑥2 ≥ 50 

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0 

 النقطة 

 القيد الأول 

5𝑥1 + 10𝑥2 = 25 

 

 النقطة 

ي 
 القيد الثاتر

5𝑥1 + 10𝑥2 = 50 

𝑥2 𝑥1 𝑥2 𝑥1 

𝐴 2.5 0 𝐶 5 0 

𝐵 0 5 𝐷 0 10 
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ر  ,𝐵(5 ,0)القيد الاول يمثل بالمستقيم المار بالنقطتي  𝐴(0 ,2.5) 

ي فيمثل بالمستقيم المار بالنقطة 
,𝐷(10 ,0)اما القيد الثاتر 𝐶(0 ,5) 

ي تقع اسفل الخط 
ي تحقق القيد الاول هي تلك النقاط الت 

 بالشكل التالي , اذ نلاحظ ان النقاط الت 
ر وكما مبي 

ر  ,𝐵(5 ,0)المستقيم بالنقطتي  𝐴(0 ,2.5)  ي
لأن القيد بهيئة متباينة أقل او تساوي, بينما النقاط الت 

ي تقع أعلى الخط المستقيم بالن
ي هي تلك النقاط الت 

ر تحقق القيد الثاتر ,𝐷(10 ,0)قطتي  𝐶(0 ,5) ن لأ

 القيدين وبالتالي ليس هناك منطقة  
ر كة بي  القيد بهيئة متباينة أكبر او تساوي, لذا لاتوجد منطقة مشب 

 حلول ممكنة مقبولة أي لاتوجد حلول ممكنة لهذا النموذج: 

 

ر عدم وجود منطقة حلول(8)شكل  مجة الخطية والذي يبي  ي لقيدي نموذج البر
 ممكنة.  : الرسم البياتر

    𝐷𝑒𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑐𝑦: الانحلال .4

ي الحل الامثل  
ي تكون قيمتها اكبر من الصفر فر

ات القرار الت  تحدث حالة الانحلال عندما يكون عدد متغب 

 : ي
مجة الخطية. كما موضح بالمثال الات   أقل من عدد قيود نموذج البر

 (: 6مثال) 

مجة الخطية  : اوجد الحل الامثل لنموذج البر ي
 الآت 

𝑚𝑎𝑥 𝑍 = 12𝑥1 + 8𝑥2 

𝑆. 𝑇. 

4𝑥1 + 9𝑥2 ≤ 1800 

3𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 400 

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0 
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 نرسم قيدي النموذج: 

 النقطة 

 القيد الأول 

4𝑥1 + 9𝑥2 = 1800 

 

 النقطة 

ي 
 القيد الثاتر

3𝑥1 + 2𝑥2 = 400 

𝑥2 𝑥1 𝑥2 𝑥1 

𝐴 200 0 𝐴 200 0 

𝐵 0 450 𝐷 0 133.33 

ر القيد الاول يمثل بالخط  ,𝐵(450 ,0) المستقيم المحدد بالنقطتي  𝐴(0 ,200) 

ر  ي يمثل بالخط المستقيم المحدد بالنقطتي 
,𝐷(133.33 ,0)القيد الثاتر 𝐴(0 ,200) 

 : ي
ر بالشكل الات   نرسم القيدين ونحدد منطقة الحلول الممكنة وكما مبي 

 

مجة الخطية ومنطقة الحلول (9)شكل  ي لقيدي نموذج البر
 الممكنة : الرسم البياتر

ي هي من مضاعفات معاملات دالة الهدف  
مجة الخطية ان معاملات القيد الثاتر نلاحظ من نموذج البر

ي للخط  
ي الحلول المثلى, وهذا ما نلاحظه بالضبط من الرسم البياتر

ة لها مما نتوقع تعدد البياتر المناضر

ي واذي يمثل ايضا دالة الهدف عند (𝐴𝐶)  المستقيم
ي  الذي يمثل القيد الثاتر

القيمة العضمى للهدف والت 

ي ينطبق على المستقيم الذي يمثل دالة  (1600)تساوي 
بمعتر اخر ان المستقيم الذي يمثل القيد الثاتر

ي ان اي نقطة تقع على المستقيم
تحقق    AC الهدف )المستقيم بالون الاحمر( او انهما متوازيان. وذلك يعتر

, لنعوض النقاط المتطرفة المحيطة بمنطقة الحلول  (1600)  احداثياتها أكبر قيمة لدالة الهدف والبالغة

, 𝑂) الممكنة وهي  𝐴 , 𝐶)  ي
ي الجدول الآت 

ر فر ي دالة الهدف كما مبي 
 :فر
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𝑚𝑎𝑥 𝑍  قيمة دالة الهدف النقاط المتطرفة = 12𝑥1 + 8𝑥2 

𝑂(0,0) 𝑍 = 0 

𝐴(0,200) 𝑍 = 0 + 8 ∗ 200 = 1600 

𝐶(133.33333,0) 𝑍 = 12 ∗ 133.33333 + 0 = 1600 

ر  ,𝐶(133.33333 ,0)من الجدول اعلاه نلاحط ان النقطتي  𝐴(0 ,200)  تحققان نفس قيمة دالة

ي تمثل اكبر قيمه له  
ر تحقق نفس القيمة   (1600)الهدف والت  ر النقطتي  ي الحقيقة هناك اكبر من هاتي 

وفر

بمعتر ان النموذج له حلول متعددة مثلى. من هذه    (𝐴𝐶)المثلى للهدف وتلك النقاط تقع على المستقيم  

𝑥2)أي  𝐴(0 ,200)الحلول المتعددة المثلى الحل المتمثل باحداثيات النقطة  = 200), (𝑥1 = 0) 

ي النموذج )عدد  يسمى بالحل المنحل لان لد
ينا متغب  واحد فقط قيمته أكبر من الصفر بينما لدينا قيدين فر

ي هي اكبر من الصفر اقل من عدد القيود(, وكذلك الحل الذي تمثله احداثيات النقطة  
ات القرار الت  متغب 

𝐴(133.33333 ,0)  أن  أي  (𝑥2 = 0), (𝑥1 = ر خاصة    (133.33333 ي من حالتي 
هذه المشكلة تعاتر

 حلول المثلى و الحلول المنحلة. وهي تعدد ال
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