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 الجبر الخطي :

صحيي  الواحد ال الخطية بان قيمة المتغير او المتغيرات فيها المعادلاتيشمل دراسة المعادلات الخطية وتتميز  

 دلات من الدرجة الاولى لذا يطلق عليها احيانا المعا

ات الجبححر الخطححي يشححمل فححي دراسححت  المعححادلات الخطيححة  ات مجهححوت واحححد او اتجححر وتشححمل اي ححا المتجهحح

 الميددات والمصفوفات.و

 تعاريف اساسية 

 لبيث.هي قيمة ثابتة لاتتغير بتغير المسالة التي هي قيد او -: الثابت العددي -1

 ذه القيمحة بتغيحر المسحالةهح هي قيمة ثابتحة محمن المسحالة التحي هحي قيحد البيحث وتتغيحرو -: الثابت الرمزي -2

 نفسها.

 لتي هي قيد البيث.ادد وفق المسالة ى ميوهي قيمة تتغير ممن مد -: variableالمتغير   -3

 هو ثابت رمزي او عددي م روب بمتغير.و -: coefficient المعامل -4

  :تعبر الدالة عن علاقة بين متغيرين او اتجر فالدالة الاتية -:ctionfun الدالة  -5

                         Y=f(X)  تعبر عن العلاقة بين متغيرينY هو المتغير التابع 

 هو متغير المستقل , حيث يقابل تل  Xو                               

 . Yقيمة واحدة فقط من قيم  Xقيمة من قيم                               

 

Qd = f(P.K.R.Y.T) 

  -حيث ان:

 Qd  تمجل الكمية المطلوبة  

P  تمجل السعر 

K   تمجل سعر السلعة المكملة 

R سةتمل سعر السلعة المناف 

 Y تمجل الدخل 

T تمجل الذوق 

Qd = a +  bP + cK + dR + eY + rT 

 -حيث ان :

a  يمجل الجابت 

b.c.d.e.r  ملات تمجل معا 

وتتوقف علاقات المعاملات على طبيعة العلاقات بين المتغير المعتمد والمتغيرات الجابتحة االمسحتقلةو وفحي دالحة 

 لعلاقححة العكسححية بححين الكميححة المطلوبححة وسححعرها , امححا عححة اسححالبة لطبي  bهححي قيمححة موجبححة وتكححون  aالطلحح  

cعر السحلعة المنافسحة حيحث ان ارتفحار سحعر السحلعة فالمتوقع ان تكون سالبة بين الكمية المطلوبة محن سحلعة وسح

تكحون   dيقل الطل  عليها وتستبدت من قبل المستهلك بالسلعة البديلة لها فيحزداد الطلح  عليهحا لحذا فحان المنافسة 

تكحون االبحا  eوتكون العلاقة بين الحدخل والكميحة المطلوبحة طرديحة فحي حالحة السحلعة الاعتياديحة لحذا فحان  وجبةم
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فحان ااحارت  تتوقحف علحى طبيعحة  rيئة تكون العلاقحة عكسحية امحا بالنسحبة لمعامحل ا في حالة السلع الردموجبة ام

 المتغير المستخدم لكي يعكس تغير الذوق ,

 سابقاً يمكن ان تاخذ مجلا اكل المعادالة الاتية :ورة ان دالة الطل  المذت

Qd = 10 – 1.5P – 0.1K + 0.3R + 0.5Y + 0.2T 

 

 

The Type Of Function الدوال أنواع  

1-Linear Function  الدالة الخطية 

Y=a+bx 

 

 

 

 

 

 

2-Quadratic Function يعية الدالة الترب  

Y=a+bx+Cx2 

Y=a-bx+Cx2 

3-Cubic Function  

 

 

 

 

 

 

 

Y=a+by 

y 

Depedent variable 
 متغير معتمد 

Linear function  
X independent variable متغير مستقل 

Y 

2bx+cx-Y=a 2Y=a+bx+cx 

Y 

X X 

 العرض الطل 
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 Cubic Function الدالة التكعيبية 

 

 

 

 

 

 

 

Soloution :  

1-Ouadratic Formula  الدستور  

X1 ,  

Ex/Find the value of Q from the profit function  

 

a=-1 , b=11, C=-24  

Q=   

Q1, Q2=  

=  

Q1=3 , Q2=8  

 

 

Soluation :  

2-Substitution Method  ويض التعطريقة  

Ex/The equilibrium conditions for two market butter and Margarine where 

Pb is the price of butter and Pm the Price of Margarine  

3+dx2a+bx+cxY= 

Y 
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8Pb-3Pm=7 

-Pb+7Pm=19  

Find the value of Pb and Pm use the substitution method  

8Pb-3Pm=7………………….ا1و 

-Pb+7Pm=19 …………………(2) 

From the (2) equation find the value of Pb  

Pb=7Pm-19  

Substitute the value of Pb in the equation (1)  

 3Pm=7-ا7Pm-19و8

56Pm-152-3Pm=7 

53Pm=159  

Pm= =3  

Substite Pm = 3 in either equation (1) or (2)  

8Pb-3Pm=7 

8Pb-37=ا3و 

8Pb=9+7 

Pb=  

Pm=3 , Pb=2 

3-Elimination Method  طريقة اليذف 

Ex/The equilibrium conditions for two market butter Margarine where Pb 

is the Price of butter and Pm the price of Margarine  

8Pb – 3Pm =7 

-Pb+7Pm=19  

8Pb-3Pm=7 
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[-Pb+7Pm=19]8 multiply the equations (2) by 8 

8Pb-3Pm=7 

-8Pb+56Pm=152  

53Pm=159  

Pm=  

Pm=3 

Substite Pm = 3 in either equation (1) or (2)  

8Pb-3Pm=7 

8Pb-37=ا3و 

8Pb-9=7 

8Pb=9+7 

8Pb=16 

Pb=  

Pb=2 

Pm=3 / Pb=2 

 حل السؤات السابق بطريقة أخرى : 

8Pb-3Pm=7………ا1و 

-Pb+7Pm=19…………(2) 

Multiply the equation (1) by 7 and the equation (1) by 3  

 ا8Pb-3Pm=7و 7

 اPb+7Pm=19-و3

56Pb-21Pm=49  

-3Pb+21Pm=57  

53Pb =106 
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Pb=  

Substitute Pb = 2 in either equation (1) or (2)  

8 (2) – 3 Pm = 7 

16-3Pm=7 

3Pm=16 -7   

=     

Pm=3 

Pb=2 / Pm =3  

Ex) Geven  

2x-4y=-24 

9x-3y=-3 

Solve the equation using the elimination method and graphically  

 

 Graphs of Function رسم الدوال

Graph the following functions:  

a) y=1+2x 

 +3y=) b 

c) y=20-5x 

d) y=2- x 

y=1+2x 

Y X   

1 0 Y=1+2(0)=1 X=0 

3 1 Y=1+2(1)=3 X=1 

5 2 Y=1+2(2)=5 X=2 

7 3 Y=1+2(3)=7 X=3 

9 4 Y=1+2(4)=9 X=4 

11 5 Y=1+2(5)=11 X=5 
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y 

 

 

 

 

 

  

Y X   

3 0 

 

X=0 

 

1 

 

X=1 

 

2 

 

X=2 

4 3 

 

X=3 

 

4 

 

X=4 

 

5 

 

X=5 

5 6 

 

X=6 

 

  

 

 

 

 

 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Y=1+2x 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 2 3 4 5 6 

Y=3+1/3x 

x 
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Y X   

20 0 Y=20-5(0)=20 X=0 

15 1 Y=20-5(1)=15 X=1 

10 2 Y=20-5(1)=10 X=2 

5 3 Y=20-5(3)=5 =3 

0 4 Y=20-5(4)=0 X=4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Y X 

 

X=0 

2 0 

 

X=1 

 

1 

 

X=2 

1 2 

 

X=3 

 

3 

 

X=4 

0 4   

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 
11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

1 2 3 4 

Y=20-5x 
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  Estimation of Linear Equation تقدير المعادلة الخطية 

 لقد تناولنا سابقاً الصيغة العامة للمعادلة الخطية من الدرجة الاولى 

Y=F(x) 

 

 (x)والمستقل  (y)أي الجوابت اما قيم المتغيرين  (b),  (a)ان المجهوت في هذه المعادلة هو قيمة 

وانين الاتية وحس  الق (a,b)لمعادلة يعني استخراج قيمتي فهي عادة ما تكون معلومة وعلي  فان ا

 : 

  ا1

 حيث ان : 

n  = عدد قيم المتغيرx  اوy  . 

 = هو رمز مجمور القيم .  

 .  x= مجمور قيم  

 .  y= مجمور قيم  

 .  )x(  ,)y(= مجمور حاصل مرب قيم  

1 2 3 4 5 

1/

2 

1 

1 1/2 

2 

2 1/2 

3 

Y=2-1/2x 
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 .  xمجمور مربعات قيم  

 .  x= مجمور مربع مجمور قيم المتغير 

 

 حيث ان :

 .  yيمجل الوسط اليسابي لقيم المتغير =  

 .  x= يمجل الوسط اليسابي قيم المتغير  
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Ex) Estimate and graph the following linear equation y=a bx if given the 

following values for X, y 

 قدر واحس  وارسم بياناً المعادلة الخطية ا ا اعطيت القيم الاتية : 

Y X 

2 1 

4 2 

2 3 

3 4 

8 5 

7 6 

6 7 

8 8 

7 9 

3 10 

  
n=10      

b=  

Xy X2 

2 1 

8 4 

6 9 

12 16 

40 25 

42 36 

42 49 

64 64 

63 81 

30 100 

  
 

 =  
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 =5 

 

 
=2.745  

Y=a  

 
Type of Economical Function  أنواع الدوال الاقتصادية 

 دالة الطل  الفردي  Individual Demand Function ا1

 Variableهي تعبير عن العلاقة بين الكمية المطلوبة من سلعة معينة االعامل المعتمد 

lepemchex  و وبين العوامل او المتغيرات المؤثرة في  لك الطل  على هذه السلعة

 و .  Indcpendent variableاالعوامل المستقلة 

 عوامل مستقلة 

Qd=   

  Qdمن سلعة معينة = الكمية المطلوبة 

  Pسعر هذه السلعة  = 

  P-سعر السلعة البديلة لهذه السلعة = 

 سعر السلعة المكملة لهذه السلعة = 

 Iالفردي المخصص لهذه السلعة = الدخل 

 Tهذه السلعة =  وق المستهلك اتجاه 

Ex) The demand Function For deep   ة الطل  على ليم البقردال  

Qdp=450-10Pb-3-Psh-5Pch+2I 

Qdp=Quantity demand of deef  الكمية المطلوبة من ليم البقر 

Pb=Price of beef سعر ليم البقر   

Psh= Price of sheep الغنم االبديلو سعر ليم   

Pch= Price of chicken  سعر ليم ابديل او مكمل و 

I = In come الدخل 
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2-The demand Function For tea  دالة الطل  على الشاي 

Qdt=a-bpt+b2Pc-b3Ps+b4I 

Qdt=Quantity demand of tea  

Pt=Price of tea سعر الشاي 

Pc= Price of coffee سعر القهوة االبديلةو 

Ps= Price of sugar سعر السكر االمكملةو 

I = Income  الدخل 

لعرض الفرديدالة ا Individual supply Functionا2  

ل لعواموهي نفس العلاقة بين الكمية المعرومة من سلعة معينة االعامل المعتمدو وبين ا

 في عرض هذه السلعة االعوامل المستقلةو . المؤثرة 

Os= F(P1, P2, P3, C, T) 

Qs= a+b1P1-b2P2+b3P3+b4c+b5T   

 حيث ان : 

Qs=الكمية المعرومة من سلعة معينة 

P1= عة سعر السل  

P2= سعر السلعة البديلة    

P3= سعر السلعة المكملة 

C=  تكاليف الانتاج لهذه السلعة 

T=  

Ex) Supply Function Fo sheep  دالة العرض على الاانام 

Qs Sh=500-300Psh-200Pc+250Pp+100c 

Qssh= Number of sheep heads  عدد الاانام المعرومة للبيع 

Psh = Price of sheep مم الغنسعر لي  

Pc= Price of Caw  سعر البقر 

Pp= Price of party  

C= Cost of sheep تكاليف انتاج الاانام 
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 دالة الانتاج  Production Functionا2

رة ل المؤثلعواماهي تعبير عن العلاقة الغنية بين الكمية المنتجة من سلعة معينة وبين         

 . تاجيةو في تلك الكمية المنتجة االموارد الان

Q=F(x1, X2, X3…………., Xn) 

Q=a+b1x1+b2x2+b3x3+…+bnxn) 

Q= الكمية المنتجة من أي سلعة 

X1…Xn=  الموارد الانتاجية او الاقتصادية الداخلة في عملية الانتاج 

Ex)Production Function For Wheat Crop دالة انتاج الينطة 

Qw=350+4X1+6X2+8-5X3+5X4 

Qw= Quantity of wheat production  الكمية المنتجة في الينطة 

X1= area Df land مساحة الارض 

X2=Quantity of seeds تمية البذور 

X3= quantity of fertilizer  تمية السماد 

X4= hours of labour ساعات العمل اليدوي او الميكانيكي 

خلة ية الداساسجية الاالانتا ويمكن التعبير عن دالة الانتاج بصيغة ريامية اخرى تبعاً للموارد

 في عملية الانتاج 

L=Labour  ساعات العمل    Lc=Capital  راس العمل   A=area اعنصر  الارض

 ثابتو

Q=F(U, L) 

Q=a+b, Lc + b2L الصيغة الاساسية لدالة الانتاج 

 

4)Total Cost Function دالة التكاليف الكمية 

دو ير معتمالمتغلى عملية الانتاج لسلعة معينة اصروفة عتعبير عن العلاقة بين التكاليف الم هي

 وبين تمية الانتاج المنتجة من تلك السلعة االعامل المستقلو . 

Tc = F (Q)  

TC= a+bQ الصيغة الريامية لدالة الانتاج    
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Tc= تكاليف الانتاج لسلعة معينة 

Q= تمية الانتاج لتلك السلعة 

  .غيرة لجابتة م افاً اليها التكاليف المتكاليف اوبما ان التكاليف الكمية تساوي الت

TC = TFC تكاليف ثابتة + TVC تكاليف متغيرة 

a = TFC  تكاليف الانتاج الجابتة 

b = TVC  تكاليف الانتاج المتغيرة 

 

Ex) TC = 1000 + 75 QC  

TC = quantity of Corn  تكاليف انتاج الذرة الصفراء 

1000= TFC = a  تكاليف ثابتة 

75 TVC = b  تكاليف متغيرة 

 

4)Total Revenue Function  دالة الايرادات الكمية 

تي تم لع الهي تعبير عن العلاقة الطردية بين الايرادات الكمية المتيصل عليها من بيع الس

 انتاجها وبين تمية انتاج تلك السلعة المنتجة 

TR= F( Q) .  

TR= a + bq 

TR=total revenue لكلية الايرادات ا  

Q= quantity of production  الكمية المنتجة 

 

 

Ex) TR = 1500 + 10 Q  

TR = Total revenue of ouion  الايرادات الكلية للبصل 

Qo = quantity of onion  الكمية المنتجة من البصل 
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6)Total Profits Function  دالة الارباح الكلية 

نة وبين معي ل عليها من عملية انتاج سلعةلية المتيصهي تعبير ن العلاقة الطردية بين الك

 تمية انتاج تلك السلعة 

π= F(Q) 

π=a+bQ 

π=total Profits  الرب  الكلي 

Q=quantity of production تمية الانتاج 

لمنتجة لع االسان الارباح الكلية هي الفرق بين الايرادات الكلية المتيصل عليها من بيع 

 لك السلع وبين تكاليف انتاج ت

تكاليف  π = الايرادات TR-TC تكاليف 

TR=F(Q)  

Π=F(Q) 

Ex)Given TR= 1500+10Q0 and TC=300+200 Find profits Function 

of onion ?  

جد دالة ة فأوالتالية لميصوت البصل ودالة تكاليف انتاجيان اعطيت دالة الايرادات الكلية 

 الارباح الكلية للميصوت 

π0=TR0-TC0 

=1500+10Q0-(300+2Q0) 

 =1500+10Q0-300-2Q0 

π 0=1200+8Q0 

 

7)Consumption Function  دالة الاستهلاك 

على  لمعروفبين الكمية المستهلكة من سلعة معينة وبين الدخل اهي تعبير عن العلاقة الطردية 

 اراء تلك السلعة .

C =F(I)  

C=+bI 

C=Consumption استهلاك سلعة معينة 

I=Income  راء السلعة ف لشالمعروالدخل  

b= الميل اليدي للاستهلاك    

Ex)Ct=0.3+0.5It 

Ct=consumption of Tomate الكمية المستهلكة من الطماطة 

It= Income of Tomato = الدخل المعروف لشراء الطماطة 

 

 دالة الادخار Saving Functionا8

ص ل الشخات وبين دخوهي تعبير عن العلاقة الطردية بين ادخار تمية معينة من الم

 المدخر 

S=F(I) 

S=-a+bIالصيغة العلمية لدالة الادخار 

S=saving الكمية المدخرة 
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I= Income تمية دخل المدخر 

b=الميل اليدي للادخار 

Ex) S=-24+0.4I 

 

 دالة الاستجمار  Investment Functionا9

ر انتاح شرومض القيام بوتسمى اي ا بدالة السيولة النقدية او دالة الطل  على النقود لغر

ة الفائدر ن سعوبيمعين , وهي تعبير عن العلاقة العكسية بين تمية النقود المعدة للاستجمار 

 المفرومة على  لك الاستجمار . 

In=F(V) 

In=a-10V 

In=investment of Money الطل  على النقود لغرض الاستجمار 

r=rate of interest (interest rate) سعر الفائدة 

ex) in=15-0.7r 

 

slop يكون فقي والميل : ميل خط المستقيم هو ظل الزاوية الواقعة بين الخط والميور الا

ي تلك فعتمد اما سال  او موج  ويتوقف على اكل الدالة والتغير في المتغير المهذا الميل 

على  لستقالمالدالة ويكون هذا التغير على الميور العمودي ويقسم على التغير بالمتغير 

 دالة الطل  يمكن يساوي : فإ ا تان لدينا ور الافقي المي

Qd=10-2P 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Qd=10-2P 

Q 

P 
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P 2-10 السعرP Q الكمية المطلوبة 

 8 ا1و10-2 1

 6 ا2و10-2 2

 4 ا3و10-2 3

 2 ا4و10-2 4

 

 

C=24+0.3y 

C= الاستهلاك 

Y1=الدخل 

 دية الميل موج  لان العلاقة بين الدخل والاستهلاك علاقة طر

Elastieity  : متغير نسبي في العلى التغير الهي التغير النسبي بالمتغير المعتمد مقسومة المرونة

لمعتمدة ايرات المستقل يستخدم مقياس المرونة في الاقتصاد لمقارنة المتغيرات النسبية في المتغ

ات ر  سعانا الااالكميات المطلوبة في سلع مختلفة نتيجة التغير المتغيرات المستقلة ونقصد ه

 العلاقةو . 

 

1-Demand Elasticity عرية مرونة الطل  الس  

 

𝐸d=  

= ÷   

 

لع ديئة اسمرونة الطل  تكون دائما سالبة ما عدا في حالة واحدة وهي الطل  على السلع الر  

 رديئة جينيو

Ex)Find demand elasticity Demand the demand equation when P=2 

P=25-0.50 
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  Qفي الدالة أعلاه نستخرج قيمة 

 

 

Ex)Find Demand elasticity the demand equastion when P = 2  

2!=10-2P 

 

2Q=10-2P 

 

Q=5-P 

Q=5-2=3 

 

12=3Q+0.5P 

 

Q=4-0.167 

 

 

 

Q=4-0.167(2)=4-0.332=3.67 
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Supply Elasticity عرضمرونة ال  

 

Es=  

 

 

  العلاقة الطردية بين الكمية المعرومة والسعرميل دالة العرض دائماً موجبة بسب  

 

Ex)Find the supply elasticity from the following equations when P=10 

1. P=8+0.4Q 

2. 7=3P-0.5Q 

3. -15=2Q-4P 

 

1.P=8+0.4Q 

   

0.4Q=-8+P 

Q=  

Q=-20+2.5P 
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Q=-20+2.5(10) 

=-20+25=5 

 3P-7=0.5ا2

0.5Q=-7+3P 

 

Q=-14+6P 

Qs=-14+(6×10)=-14+60=44 

Es=  

 

 2Q=-15+4Pا3
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3)Income Elasticity  مرونة الطلب الداخلية 

 Ey=  =  

  Gevenة واحدة وهي سلعة لا عدا في حايكون موج  مالميل 

4-Cross demand elasticity رونة الطل  التقاطعيةم  

 

P=Substitves Price  أسعار السلع البديلة 

Or complements Price أسعار السلع المكملة 

ت في لتغيراامرونة الطل  المتقاطعة الاستجابة النسبية للكمية المطلوبة من سلعة اتجاه تمجل 

ر ن ارتفاوج  لامبديلة او المكملة الميل في حالة السلع البديلة االمنافسةو يكون عار السلع الاس

السلع  ت  منييوت استهلاسعر السلع البديلة تؤدي الى زيادة الكمية المطلوبة حيث ان المستهلك 

ن كوتاليالة  هي هذ ات السعر المرتفع الى السلعة البديلة لذلك فالمرونة التقاطعية او المتقاطعة ف

ى سلعة علل  موجبة اما في حالة السلع المكملة يكون الميل سال  تذلك المرونة التقاطعية فالط

  ن الطلملان  طل  مشتق من طل  على سلعة أخرى تالطل  على اتبر مشتق مكملة يتأثر سلبياً 

 ى . خرع الاالسل على اقلام اتبر حيث ان المنفعة المتيققة من السلعة المكملة تتوقف على توفر

 

Ex)Find the demand elasticity income elasticity and cross elasticity from 

this function if  

P1=10 / P2=5 / y=100 

Q=10P1-0.2P2+0.05y 

   

  

.  

Q=10-10-0.2ا100و0.05+ا5و 

Q=4 
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 السلعة مكملة 

Market Equilibrium توازن السوق : يتيقق التوازن في السوق عندما تتوازن الكمية 

 ومنينى الطل المعرومة والمطلوبة من سلعة معينة عند سعر واحد ومنينى عرض السلعة 

 .عليها في هذا الشكل

 

 

 

 

  

 

 

 

ة لوبالكمية المطفي حالة السلع الاعتيادية وبفرض ثبات جميع العوامل المؤثرة في 

عدين هو سعر التوازن وعلى هذا السعر المنتجون مست P1والمعرومة باستجناء سعر السلعة 

 عادلة الطل  فا ا افترمنا م Q1راابون في اراء هذه الكمية  هلكونتلانتاج أي تمية ويكون المس

Qd=10-2P………..(1) 

Qs=-5+3P………….(2) معادلة العرض   

  مية المطلوبةلكا Qs  =Qdالكمية المعرومة 

10-2P=-5+3P 

10+5=2P+3P 

15=5P 

    

Priceequilibrium  3سعر التوازن  = 

S D 

S D 

Q 

P 
P1 سعر التوازن 

Q1 

 مية التوازنت
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 في إحدى المعادلتين  Pنعوض عن قيمة 

Qd=10-2(3)=4 

Quantity Equilibrium = Q = 4 

 نتج : ي 2xو 2المعادلة ا 3X(1)ويمكن ان تيل بطريقة اخرى هي طريقة اليذف ن رب المعادلة 

3Qd=30-6P 

2Qs=-10+6P 

5Q=20  

  تمية التوازن 

 في إحدى المعادلتين:  Q=4نعوض في 

4=5+3P 

4+5=3P 

9=3P 

P=3 سعر التوازن    

 

Shifts of Demand of supply Curves   انتقات منينيات العرض والطل 

 لوبةكميات المطعند رسم منينيات العرض والطل  نفترض ثبات جميع العوامل المؤثرة في ال

 ير أي منعند تغوالسعر فقط فوالمعرومة باستجناء السعر أي ان المنينى يبين العلاقة بين الكمية 

كس او بالع ليساراالعوامل التي افترمناها ثابتة فان  لك يؤدي الى انتقات المنيني من اليمين الى 

لمستقل غير المتيور العمودي واالمعتمد على المفعند تمجيل المعادلة بشكل بياني يومع المتغير 

ر على والسع تكون الكمية على الميور العمودي باعتبارها متغير معتمدعلى الميور الافقي بييث 

ان  سنلاحظييصل العكس عند عكس الدالة و مستقل ولكن يمكن انالميور الافقي باعتباره متغير 

 .لطل  انعكاس الدالة لا يؤثر على اتجاه المنينى بالنسبة لدالة ا

 طقييصل بالجزء الجابت ف والتغير
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 Shifts of Demand Curveانتقات منينى الطل  -1

Qd=10-5P+0.2y200 

عر تكون تالاتي الكمية المطلوبة والسفان العلاقة بين  (200)ثابت عند المستوى  yا ا تان الدخل 

 : 

Qd=10-5P+0.2(200) 

Qd=10-5P+40 

Qd=50-5P 

 ل  تكون وحدة معادلة الط 300ا ا زاد الدخل الى 

Qd=10-5P+0.2(300) 

Qd=10-5P+60 

Qd=70-5P 

 الى اليمين أي الى الاعلى وحدة انتقل منينى الطل  من اليسار 200-300عندما ارتفع الدخل من 

 وبالعكس في حالة انخفاض الدخل .

 

 

 

 

 

 

  

 

Qd=50-5P 

Qd=70-5P 

Qd=50-5P 

5P=50-Qd 

Q 

P 

50 

70 

Qd=70-5P 

Qd=70-5P 
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P=10-0.2Qd 

  200ن الدخل = في حالة ا ا تا

Qd=70-5P 

5P=70-Qd 

 

P=14-0.2Qd            300  = في حالة ا ا تان الدخل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Shifts of Supply Curveانتقات منينى العرض -2

 نفرض معادلة العرض تالاتي : يتغير اتجاه منينى العرض عند انعكاس الدالة 

Qs=-6+3P قبل فرض ال ريبة 

وهذا يعني  يمكن قياسها بالنقود (T)وحدة واحدة و  لكل (T)البائعين هي فلا فرمت مريبة على 

لسوق اسعر  ان البائعين لم يستلموا جميع سعر السوق لكل وحدة مباعة من السلعة انما يستلمون

(P) ة مطروحة من  ال ريبة المدفوعة على تل وحدة مباعة لذا فإن سعر العرض لكل وحد 

 

P 

15 

10 

Q 

P=14-0.2Qd 

P=10-0.2Qd 



 مادة رياضيات اقتصادية                                

 28 

 

 

 

 

 

 

وحدة فإن دالة  (2)ي ال ريبة تساو (T)تانت فإ ا  (P-T)سيكون بالنسبة للمنتجين االعارمينو 

 :تالأتيالعرض تصب  

 

 

Qs=-6+3(P-2) 

Qs-6+3P-6 

Qs=-12+3P 

 

 وهذا يعني ان منينى العرض ينتقل الى اليمين بفعل ال ريبة أي ينتقل الى الاسفل

 

 Non Linear equilibriumالتوازن الغير الخطي 

مجل جانية أي ان دوات العرض والطل  تتنفترض ان حالة في السوق هي حالة من الدرجة ال

همل ين فتبمعادلات من الدرجة الجانية ويعني  لك ان منينى الطل  والعرض يتقاطعان في نقطت

الة من هي د القيم السالبة لان ليس لها أي معنى اقتصادي فإ ا تانت لدينا دالة طل  في السوق

  العرض دالة خطية .درجة الجانية ااير خطيةو ودالة ال

Qd=q-p2 

Qs=-3+4P 

Qd=Qs عدم التوازن 

9-P2=-3+4P  

P2+4P-12=0 

Q3=-6+3P 

Q3=-12+3P 

P 

Q 
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زن لكي نيصل على سعر التوا (P)نياوت اليصوت على معادلة واحدة ت م متغير واحد وهو 

 وتمية التوازن وتل هذه المعادلة من الدرجة الجانية هناك طريقتين 

 

 .الدستور2يل الى العوامل .            التيل.1

 0=اP-2واP+6و-1

P=-6 تهمل 

P=2 

P=2 نعوض في معادلة العرض 

Q=-3+4(2) 

=-3+8=5 

2=P سعر التوازن 

5=Q وتمية التوازن 

 

2-  

P2+4P-12=0 

 

  

  او 

  Q=5فنيصل على تمية التوازن في دالة العرض  (P)ثم نعوض عن قيمة   

Qd=9-p2 

Qs=-3+4P 
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Qd=9-P2 P Qs=-3+4P 

9 0 -3 

8 1 1 

5 2 5 

0 3 9 

-7 4 13 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 
2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

1 
2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

1 2 3 

Q5=-3+4P 

 تمية التوازن

 سعر التوازن
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Use of devirative in Economic  استخدام المشتقات في الاقتصاد 

Qd=a-b1p1+b2p2-b3p3+b4I 

 لاه : يمكن استخراج اربع مشتقات من معادلة الطل  أع

 مشتقة الدالة بالنسبة لسعر السلعة 

 مشتقة الدالة بالنسبة لسعر السلعة البديلة 

 = -b3  مشتقة الدالة بالنسبة لسعر السلعة المكملة 

 مشتقة الدالة بالنسبة للدخل 

 

Drive the following Demand Function and explaining  

Qd=450-10P1+3P2-5P3+2I 

 

 (تفسير مشتقة دالة الطلب 1

وتعني ا ا  )-1P=10(حيث ان قيمة  تشير مشتقة الدالة بالنسبة لسعر الشاي 

و والعكس وحدات 10ما زاد سعر الشاي بمقدار وحدة واحدة فان الكمية المطلوبة تقل بمقدار ا

 10قدار ار وحدة واحدة فان الكمية المطلوبة سوف تزداد بما ا انخفض سعر الشاي بمقداصيي  

 و . وحدات

  (تفسير مشتقة الدالة البديلة 2

 

ر الشاي ا ا ما زاد سعو 3هو سعر القهوة وهي سلعة بديلة للشاي ويعني الرقم ا )2P(حيث ان 

العكس صيي  ووحداتو  3بمقدار دينار واحد فان الكمية المطلوبة من القهوة سوف تزداد بمقدار ا

 3ار ابمقد ة المطلوبة من القهوة سوف تقلا ا انخفض سعر الشاي بمقدار وحدة واحدة فان الكمي

 وحداتو . 

 وتغير مشتقة الكمية المطلوبة بالنسبة لسعر السكر وهو سلعة مكملة 3
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 شاين سعر المو ا ا ما زاد سعر السكر بمقدار وحدة واحدة فان الكمية المطلوبة 5-الرقم اان 

دة لسكر بمقدار وحدة واحا ا انخفض سعر اوحداتو والعكس صيي   5سوف تنخفض بمقدار ا 

 .وحداتو  5والشاي سوف تزداد بمقدار ا فان الكمية المطلوبة 

 

 (تغير مشتقة دالة الدخل 4

  

اي بة من الشوو يعني ا ا ما زاد دخل الفرد بمقدار وحدة واحدة فان الكمية المطل2ان الرقم ا  

 وحدةو والعكس صيي  .  2سوف تزداد بمقدار ا

 

 ت دالة الانتاج مشتقا

Q=a+b1x1+b2x2+b3x3+…bnxn 

Or 

Q=F(K.L) 

K=  راس المات Capital  

L=  العمل Labore  

Q=Production الانتاج 

 

 Average Production APمتوسط الانتاج -أ

 نتاجية معينة على عدد وحدات المورد الاهو عبارة عن حاصل قسمة الكمية المنتجة من سلع

 اج تلك السلعة انتفي عملية المستخدم 

  

 

 Marginal Production mpالناتج اليدي -ب
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لتغير انتيجة  من سلعة معينة ازيادة او نقصان وبالكمية المنتجة هو عبارة عن التغير الياصل 

واحدة  وحدة تخدم في العملية الانتاجية بمقدارفي تمية او عدد وحدات المورد الانتاجي المس

 ن الناحية الريامية يمجل ميل منينى دالة الانتاج . والناتج اليدي م

 

 ج الانتا دالة وبما ان الميل يمجل مشتقة الدالة عند نقطة معينة فالناتج اليدي ا ن هو مشتقة

Ex) Qw=350+4X1+6X2+8.5X3+5X4 

Qw= تمية انتاج الينطة 

X1= سافة المزروعة الم  

X2= تمية البذور 

X3= تمية السماد 

X4= مل ساعات الع  

 

 

 

 

 

=  

AP =  

 

 وهكذا يمكن استخراج متوسط الانتاج لبقية الموارد الانتاجية في الدالة 
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 التغيروهكذا يمكن استخراج الناتج اليدي لبقية الموارد الانتاجية الداخلة في  

 

MP  

MP  

 

 

 

Ex)Given the following production Function  

Q=36KL-2K2-3L2 

Find the Marginal Production of capital (K) and marginal Production of 

labour (L)  

 

=36L-4K 

 

MPL=36K-6L 

 

 =36L-2K-3  

 

-3L 
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Derivative of Costs مشتقات دالة التكاليف 

TC  تكاليف تلية = TFC تكاليف ثابتة    + TVC تكاليف متغيرة    

TC=a+bQ 

Fixed Cost  ثابتة 

Variable Cost  متغيرة 

ي تلك نتج أي هم لم يااو النفقات التي يدفعها المنتج سواء انتج وهي تلك الاموات  التكاليف الثابتة :

 لا ترتبط بالعملية الانتاجية .  التكاليف التي

ان  نتاج أيلية الاالتكاليف المباارة وهي تلك الاموات التي ترتبط بعموتسمى بالتكاليف المتغيرة : 

 يدفعها المنتج عندما يقوم بالعملية الانتاجية . 

 

 *القوانين : 

 ATC      Average Total Cost   .متوسط التكاليف الكلية 1

 

  

  AVC   Average Variable Costكاليف المتغيرة .متوسط الت2

  

 

 

  MC     Marginal Costالتكاليف اليدية 

دة مقدار وحعينة بللتغير الكمية المنتجة في سلعة مهي عبارة عن التغير في التكاليف الكلية نتيجة 

 يفو . ة التكالدال اليف امشتقةواحدة والكلفة اليدية من الناحية الريامية تمجل ميل منينى دالة التك
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TC=a+bQ 

 

 

 ة اليدية تمجل تغير في التكاليف الكلية فقط وتشمل التكاليف المتغيرلان التكاليف 

Ex) If TC = 23 + 70 + Q2 

Find derivatives of this function ?  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ex)Find the Marginal and Average function from the following total cost 

function and then evaluat at  

Q=3 and Q=5  احس   وقد او دالة الكلفة اليدية والمتوسطة من دالة التكاليف الكليةأوجد  
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When Q = 5 

 

 

Q=3  MC=6(3) + 7 = 25  

Q=5  MC= 6(5) + 7 = 37  

 

  Revenue Functionمشتقات دالة الايرادات الكلية 

صل ج التي حلانتان بيع تمية ارادات الكلية : هي عبارة عن المبالغ التي ييصل عليها المنتج مالاي

 عليها من سلعة معينة م روبة ي سعر تلك السلعة . 

R=Q.P 

TR=a+bQ 

Q= الكمية 

P=  السعر 

ATR متوسط الايراد الكلي    

S  الرب = TR الايرادات    - TC التكاليف    

 

Marginal Revenue د اليدي الايرا  
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Ex) if TR= 750 – 4Q2 Find the Average total Revenue and Marginal 

Revenue   

 

 =  

=75 – 4Q 

 

MR=75 -8Q 

 

Ex) If geven the demand function P=30-2Q Find the average and Marginal 

revenue function at Q=4 and Q=5  

 

 

 

 

 

 

ATR at Q =4      30-2(4) = 22  

ATR at Q = 5     30-2(5) = 20  

MR=  

=30-4Q 
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MR at Q=4    30-4(4) = 14  

MR at Q=5    30-4(5) = 10  

 

  Profit Functionمشتقة دالة الربح 

 

الايراد الكلي = الرب   –التكلفة الكلية   

 

 

Ex)  

 

π=TR-TC 

 

 

 

Ex) TR=75Q+4Q2 

 

 

MC=6Q+7 

 

=75-8Q-6Q-7 
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=75-8Q-6Q-7 

 

 اتعظيم وتدنية الدالة ا ايجاد النهايات العظمى والصغرىو 

Maximization & Minimization of Function  

بما ان وصفر  ان أي منينى دالة عندما يصل الى اعلى او ادنى ل  فإن ميل  عند هذه النقطة يصب 

ن يصلها ايمكن  او اعلى قيمةل يمجل مشتقة الدالة من الناحية الريامية لذلك عند حساب أدنى المي

 أي دالة يج  اتبار ما يأتي : منينى 

  استخراج المشتقة الاولى للدالة ومساواتها مع الصفر ليساب النقطة اليرجة .. 1

ي يتم رجة التطة اليالدالة والنق استخراج المشتقة الجانية للدالة فإ ا تانت قيمتها سالبة فان. 2

لمشتقة ولى هي نقطة نهاية عظمى وبالعكس ا ا تانت قيمة االامن المشتقة اليصوت عليها 

ة طة نهايمن المشتقة الاولى هي نقاليصوت عليها الجانية موجبة فإن النقطة اليرجة التي 

 صغرى . 

Y=F(x) :  دالة بالنسبة لتعظيم  

    

For are lative Maximum 

 قيمة سالبة 70 

And for arelative minimum :  تدنية الدالة 

 

 اتبر من الصفر 

 والرسم البياني يوم   لك 

  

 

 A 

B 

C 

D 

E 

F 

G 

X 

Y 
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 يلح موبحذلك يكحون  (F, B)نلاحظ من خلات الرسم قد وصل الى اعلى نقطة لح  محرتين عنحد النقطحة 

 (D)  لحراً عندها هاتين النقطتحين وقحد وصحل هحذا المنينحى أدى نقطحة يساوي صفاالمشتقة الاولىو 

الباً بعحد تمحا يلاححظ ان ميحل المنينحى هحذه الدالحة اصحب  سح وبذلك يصب  ميل  صفراً عند هذه النقطة

لاححظ ان ميحل نالنقطتين هما نقطتا نهاية عظمى الدالحة بينمحا للدالة على ان هاتين  (F, B)النقطتين 

يحة صحغرى قطحة نهاتمجحل نممحا يعنحي ان هحذه النقطحة  (D)  موجباً بعد نقطة التدنيحة هذه الدالة اصب

 لهذه الدالة : 

Ex) Given : TC = 31 + 24 Q-5.5Q2=    

Find The Yelative minimum or Maximum From a total Cost Function . 

 ة اوجد النهاية العظمى او الصغرى من دالة التكاليف الكلي

 

 نجد المشتقة الاولى . 1

 

 

 

Q=8,     Q=3 

 Q=8 , Q=3قيمة ة الجانية ونعوض عن المشتقنأخذ -2

 

 

  =8Qفي حالة تدنية عندما = الدالة  

 

 Maximum  الدالة في حالة تعظيم عندما :Q=3  . 
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عوض هاتين ن (8,3)ات أعلى او ادنى نقطة بها و عند تميالكلفة الكلية اقيمة اما لاستخراج 

 الاصلية . النقطتين في دالة الكلفة 

 

  

 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

ex) Maximaiza following total revenue and total Profi functions:  

1-TR=32Q-Q2 

2-π=-Q2+11Q-24 

 

1-TR=32Q-Q2 

 

 

 عندما تكون Q=16 تكون نهاية عظمى     

8 3 

41.6 

62.5 

TC 
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   اليرجة  النقطة   

Ex)Prove hat total revenue is maximized for alinear demand function  

P=a-bQ at point where  is plas constants  

 ية عندما  الخطنقطة لها في دالة الطلاثبت ان دالة الايراد الكلي في نهايتها العظمى وتصل على 

 تكون دالة الانتاج 

 

 TR=P.Q 

P=a-bQ 

TR=(a-bQ)Q=aQ-bQ2 

 

MR=a-2bQ=0 

 

=2b<0 

 تكون تمية الانتاج في نهايتها العظمى عندما تكون 

 

 الانتاج من ن اي ا تمية الايراد اعلى ما يكون عند هذه النقطة ووتك   

Ex) Prove that Marginal cost (MC) Must equal marginal revenue (MR) at 

the profit minimizing level of out put .  

  .لرب  االيدية = الايراد اليدي عند مستوى الانتاج الاعظم الذي يعظم  اثبت ان التكاليف

 اليل / 
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MR=MC 

Use the MR=MC condition derived in above example to find the critical 

values of which profit will be maximized when :  

رجة قيم اليدية المشتقة من اعلاه اوجد الالايراد اليدي = الكلفة الي MR  =MCباستخدام ارط 

  :تالاتي  لكليةاوالتي يبلغ عندها الرب  اعلى وحدة وا ا تانت الدالتين الايراد الكلي والتكلفة 

   

  

MR=MC 

 

 

45-Q=3Q2-79Q+120 

-3Q2+78Q-75=0 

 االنقاط اليرجةو  Qنستخدم طريقة التجربة لاستخراج قيمة 

(3Q-3) (-Q+25)=0 

3Q-3=0     Q=1 

-Q+25=>Q=25 

ندها الرب  هي الكمية التي تعظم الارباح والتي يبلغ ع (25,1)لمعرفة أي من هاتين الكميتين 

كميتين في ومن ثم نعوض هاتين ال MR=MCاعلى حد سوف نستخرج المشتقة الجانية بشرط 

   المشتقة الجانية وتما يلي: 
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=72>0 

ATQ=25     

= -72 < 0 

 اتمية الانتاجو يكون الرب  في حالة تعظيم .  Q=25عندما تكون 

 

 : Matrix  المصفوفة

ف ل صفوالمصفوفة عبارة عن مجموعة من الاعداد او المتغيرات او المعالم الموموعة على اك

و ا Dimensionsعدد الصففو واعمدة المصفوفة بابعاد المصفوفة ظمة ويسمى منتاو اعمدة 

ة ت صفيبالمتجهااربعة المصفوفة بييث يتقدم عدد الصفو على عدد الاعمدة وتتكون المصفوفة 

Row Vectors  وأخرى عموديةColumn vectors  >     < موموعة داخل قوسين ]  [  او. 

 

      

 متج  عمودي

Ex) B=   

B=        

  2.2مصفوفة من الرتبة 
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 B= 3-3مصفوفة من الرتبة 

B=  

  Square Matrixالمصفوفة المربعة 

 هي المصفوفة التي يتساوى فيها عدد الصفوف مع عدد الاعمدة مجل : 

A=  

 

A=  
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 Identify Matrix مصفوفة الوحدة

اما د ا واقعة على القطر الرئيسي تساوي واحعن مصفوف مربع تل قيمة تكون فيهوهي عبارة 

ملائمة  باها لو مربت باي مصفوفة لهاهذه المصفوفة ومن خواص الباقية تساوي اصفار القيم 

لوحدة وفة امن حيث اليجم سواء من الامام او الخلف فان قيمة المصفوفة لا تتغير ويرمز للمصف

 الى حجم المصفوفة  n. حيث يشير اليرف  Inبالرمز 

I3=   

, I2 =  

 Diagonal Mztrixالقطرية  المصفوفة

  :وهي مصفوفة مربعة تكون جميع عناصرها الغير واقعة على القط  الرئيسي اصفار مجل 

I3=   

, I2 =  

 Upper Traingular Matrixالمثلثية العليا المصفوفة 

 صفارالواقعة اسفل القطر الرئيسي اعة التي تكون فيها قيم العناصر هي المصفوفة المرب

A=   , A=  

  Lower Traingular Matrixالمصفوفة المجلجية السفلى 

 ر اصفا لقطر الرئيسيهي المصفوفة المربعة التي تكون فيها القيم العناصر الواقعة اعلى ا

A=   

  

  Null Matrixالمصفوفة الصفرية 

هي المصفوفة التي تكون جميع عناصرها اصفار ومن خواص هذه المصفوفة ان امافتها او       

طرحها من أي تمية مصفوفة لا يؤدي الى تغير فيها تما ان مربها بأي مصفوفة اخرى يؤدي 

 الصفرية . الى اليصوت على المصفوفة 



 مادة رياضيات اقتصادية                                

 48 

A=                       , A=  

A=  

  Trans pose Matrixمبدلة المصفوفة 

دلة هي المصفوفة الناتجة من تيويل المصفوفة الى اعمدة والاعمدة الى صفوف ويرمز لمب

 تما يلي :  A, فذا تانت لدينا المصفوفة  )A )T, A1Aالمصفوفة 

A=  

 فان مبدلتها تكت  تما يلي : 

AT=  

 وتذلك فان مبدلة المصفوفة 

A=  

AT=   



 مادة رياضيات اقتصادية                                

 49 

   Determinantالمحدد 

الرئيسي  هي القيمة الناتجة من مرب عناصر القطر (2×2)الميدد بالنسبة للمصفوفة الجنائية 

ي حالة ويستخرج الميدد فقط فمرب عناصر القطر الجانوي مطروحاً منها القيمة الناتجة من 

 فات المربعة ماا المصفوفة الشا ة فان قيمة ميددها تساوي صفر . المصفو

ف او : هي المصفوفة التي يكون احد صفوفها او اعمدتها من م اعفات الصالمصفوفة الشاذة

 العمود الجاني مجل 

A=   

سو قة لابلارياط لجلاثية فان قيمة الميدد تستخرج اما بطريقة اليل العالماما في حالة المصفوفة ا

 غض النظربيق باو بطريقة الاسهم وان طريقة اليل العام تعتبر اتجر استخداماً لانها ممكنة التط

  ية  .عن حجم المصفوفة اما طريقة الاسهم فانها تستخدم حصراً في حالة المصفوفة الجلاث

Ex) Find the determinant of this matrix  

A =   

   

B=   

 =  )1 ×4( – )2×2(=  4 – 4=0مصفوفة اا ة 

Ex)Find the determinant of this Matrix 

A=  

   

=2(-2)-3(3-0)+0=-4-9=-13≠0 

 

من اليمنى  و الى الجهة0.1طريقة بامافة العمود بين الاولين ا طريقة الاسهم : تتلخص هذه ال

اصل حباستخراج مجمور المصفوفة مع الميافظة على مسافات متساوية بين الاعمدة ثم تقوم 

الاقطار الرئيسية الجلاثة ونطرح من  مجمور حاصل مرب مرب العناصر الواقعة على 

 ة العناصر الواقعة على الاقطار الجانوية الجلاث
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A=  

   

=[(1×1×1)+(-2×3×2)+(2×0×3)]-[(2×1×2)+(3×3×1)+(1×0×2)]=-24 

 Adjoint Matrixالمصفوفة المرافقة 

ي لرئيسافي حات المصفوفة الجنائية فان المصفوفة المرافقة تستخرج باستبدات عناصر القطر 

 ي . احدهما ميل الاخر وتغير ااارة عناصر القطر الجان

Ex) Find the Adjoint Matrix 

A=    Adj=  

 

 Inverse Matrix*معكوس المصفوفة 

A-1=  

Ex) Find the inverse Matrix  

A= =  

A-1=  

=  

AdjA=  

A-1=  

 Gramer's Ruleتريم راو طريقة الميددات  طريقة

3x-2y=4    
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X+2y = 4  

 Gramer's Ruleطريقة اليل بـ 

 ونتأتد بكون  لا يساوي صفر  نستخرج قيمة الميدد 

A=  

=(3×2)-(-2×1)=6+2=8≠0 

 العمود الاوت في  عمود القيم الجانية المطلقة اما العمود والذي يمجل نستخرج قيمة الميدد 2

 .  Aالجاني فهو نفس العمود الجاني للمصفوفة 

 

والذي يمجل العمود الجاني في  القيم المطلقة اما العمود  خرج قيمة الميدد وبنفس الطريقة نست-3

 .  Aالاوت فيبقى العمود الاوت للمصفوفة 

 

X=  

Y=  

X=2    ,   y=1 

Ex) The equilibrium condition for two related Marlets (chicken and 

beef) are given by :  

6X1+5X2=49 

3X1+4X2=32 

Using Gramerts rule  

AX=B 

.  
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X1= =  

X2= =5 

 

Ex)The equilibrium Condition for two substitute goods is given by: 

5P1-2P2=15 

-P1+8P2=16 

Find the equilibrium price using (inverse Matrix) 

A-1=  

Ax=B 

 =  

 

=C المصفوفة المرافقة            AdjA=  

A-1= =  

Ax=B 

X=  

X= . =  

P1=4/P2=2.5 

  


