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Matrices
المصفوفات



Matrix algebra has at least two advantages:

•Reduces complicated systems of equations to simple 

expressions

•Adaptable to systematic method of mathematical treatment 

and well suited to computers

Definition:

A matrix is a set or group of numbers arranged in a square or 

rectangular array enclosed by two brackets
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Properties:

•A specified number of rows and a specified number of 

columns

•Two numbers (rows x columns) describe the dimensions 

or size of the matrix.

Examples: 

3x3 matrix

2x4 matrix
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A matrix is denoted by a bold capital letter and the elements 

within the matrix are denoted by lower case letters 

e.g. matrix [A] with elements aij
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TYPES OF MATRICES  انواع المصفوفات

1. Column matrix مصفوفة العمود:

The number of rows may be any integer but the number of 

columns is always 1
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2. Row matrix مصفوفة الصف:

Any number of columns but only one row

 611  2530

 naaaa 1131211 



3. Rectangular matrix المصفوفة المستطيلة:

Contains more than one element and number of rows is not 

equal to the number of columns
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4. Square matrix المصفوفة المربعة:

The number of rows is equal to the number of columns

(a square matrix   A has an order of m)
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The principal or main diagonal of a square matrix is composed of all 

elements aij for which i=j



5. Diagonal matrix المصفوفة القطرية:

A square matrix where all the elements are zero except those on 

the main diagonal
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i.e. aij =0 for all i = j
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6. Unit or Identity matrix – I مصفوفة الوحدة أو القياسية:

A diagonal matrix with ones on the main diagonal
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7. Null (zero) matrix – O المصفوفة الصفرية:

All elements in the matrix are zero
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EQUALITY OF MATRICES  المساواة في المصفوفات

Two matrices are said to be equal only when all 

corresponding elements are equal

Therefore their size or dimensions are equal as well
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Some properties of equality:

•If  A = B, then B = A for all A and B

•If  A = B, and B = C, then A = C for all A, B and C
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
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If A = B then 
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ADDITION AND SUBTRACTION OF MATRICES         الجمع والطرح في المصفوفات

The sum or difference of two matrices, A and B of the same 

size yields a matrix C of the same size

ijijij bac 

Matrices of different sizes cannot be added or subtracted





Commutative Law:

A + B = B + A

Associative Law:

A + (B + C) = (A + B) + C = A + B + C
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














972

588

324

651

652
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2x3
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2x3
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2x3



A + 0 = 0 + A = A

A + (-A) = 0 (where –A is the matrix composed of –aij as elements)
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SCALAR MULTIPLICATION OF MATRIX  ضرب ثابت في مصفوفة

Matrices can be multiplied by a scalar (constant or single 

element)

Let k be a scalar quantity; then

kA = Ak

Ex.  If k=4 and 
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Properties:

• k (A + B) = kA + kB

• (k + g)A = kA + gA

• k(AB) = (kA)B = A(k)B

• k(gA) = (kg)A



MULTIPLICATION OF MATRICES  ضرب المصفوفات

The product of two matrices is another matrix

Two matrices A and B must be conformable for multiplication to 

be possible

i.e. the number of columns of A must equal the number of rows 

of B

Example.

A x     B =      C

(1x3)     (3x1)      (1x1)



B x    A =     Not possible!

(2x1)   (4x2)

A x    B =    Not possible!

(6x2)    (6x3)

Example

A x       B =    C

(2x3)        (3x2)         (2x2)




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Successive multiplication of row i of A with column j of 

B – row by column multiplication
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Assuming that matrices A, B and C are conformable for 

the operations indicated, the following are true:

1. AI = IA = A

2. A(BC) = (AB)C = ABC - (associative law)

3. A(B+C) = AB + AC - (first distributive law)

4. (A+B)C =  AC + BC - (second distributive law)

Caution!

1. AB not generally equal to BA, BA may not be conformable

2. If AB = 0, neither A nor B necessarily = 0

3. If AB = AC, B not necessarily = C



AB not generally equal to BA, BA may not be conformable
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If AB = 0, neither A nor B necessarily = 0
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TRANSPOSE OF A MATRIX  مدور المصفوفة

If :











135

742
A

2x3



















17

34

52
TA

Then transpose of A, denoted AT is:

T

jiij aa  For all i and j



To transpose:

Interchange rows and columns

The dimensions of AT are the reverse of the dimensions of A











135
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A










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





17

34

52
TA

2 x 3

3 x 2



Properties of transposed matrices:

1. (A+B)T = AT + BT

2. (AB)T = BT AT

3. (kA)T = kAT

4. (AT)T = A



1. (A+B)T = AT + BT
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
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
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
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









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
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
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

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
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(AB)T = BT AT

 

   82
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8
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
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








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
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


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










SYMMETRIC MATRIX   المصفوفة المرتبطة

A Square matrix is symmetric if it is equal to its 

transpose:

A = AT





















db

ba
A

db

ba
A

T



When the original matrix is square, transposition does not 

affect the elements of the main diagonal





















db

ca
A

dc

ba
A

T

The identity matrix, I, a diagonal matrix D, and a scalar matrix, K, 

are equal to their transpose since the diagonal is unaffected.



INVERSE OF A MATRIX      مقلوب أو معكوس المصفوفة

Consider a scalar k.  The inverse is the reciprocal or division of 1 

by the scalar.

Example:

k=7 the inverse of k or k-1 = 1/k = 1/7

Division of matrices is not defined since there may be AB = AC

while B = C

Instead matrix inversion is used.  

The inverse of a square matrix, A, if it exists, is the unique matrix 

A-1 where:

AA-1 = A-1 A = I



Example:



























32

11

12

13

1A

A





























































10

01

32

11

12

13

10

01

12

13

32

11
Because:



Properties of the inverse:

11

11

11

111

1
)(

)()(

)(

)(

















A
k

kA

AA

AA

ABAB

TT

A square matrix that has an inverse is called a nonsingular matrix

A matrix that does not have an inverse is called a singular matrix

Square matrices have inverses except when the determinant is zero

When the determinant of a matrix is zero the matrix is singular



DETERMINANT OF A MATRIX   محدد المصفوفة

To compute the inverse of a matrix, the determinant is required

Each square matrix A has a unit scalar value called the 

determinant of A, denoted by det A or |A|

56

21

56

21













A

AIf

then



If A = [A] is a single element (1x1), then the determinant is 

defined as the value of the element

Then |A| =det A =  a11

If A is (n x n), its determinant may be defined in terms of  order 

(n-1) or less.





















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A

Each element in A has a minor

Delete first row and column from  A . 

The determinant of the remaining 2 x 2 submatrix is the minor 

of a11

eg.

3332

2322

11
aa

aa
m 



Therefore the minor of a12 is:

And the minor for a13 is:

3331

2321

12
aa

aa
m 

3231

2221

13
aa

aa
m 



COFACTORS  العوامل المرافقة

The cofactor Cij of an element aij is defined as:

ij

ji

ij mC  )1(

When the sum of a row number i and column j is even, cij = mij and 

when i+j is odd, cij =-mij

1313

31

13

1212

21

12

1111

11

11

)1()3,1(

)1()2,1(

)1()1,1(

mmjic

mmjic

mmjic















DETERMINANTS CONTINUED

The determinant of an n x n matrix A can now be defined as

nncacacaAA 1112121111det  

The determinant of A is therefore the sum of the products of the 

elements of the first row of A and their corresponding cofactors.

(It is possible to define |A| in terms of any other row or column 

but for simplicity, the first row only is used)



Therefore the 2 x 2 matrix :











2221

1211

aa

aa
A

Has cofactors :

22221111 aamc 

And:
21211212 aamc 

And the determinant of A is: 

2112221112121111 aaaacacaA 



Example 1:











21

13
A

5)1)(1()2)(3( A



For a 3 x 3 matrix:



















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A

The cofactors of the first row are:

31223221

3231

2221

13

31233321

3331

2321

12

32233322

3332

2322

11

)(

aaaa
aa

aa
c

aaaa
aa

aa
c

aaaa
aa

aa
c









The determinant of a matrix A is:

2112221112121111 aaaacacaA 

Which by substituting for the cofactors in this case is:

)()()( 312232211331233321123223332211 aaaaaaaaaaaaaaaA 



Example 2:





















101

320

101

A

4)20)(1()30)(0()02)(1( A

)()()( 312232211331233321123223332211 aaaaaaaaaaaaaaaA 



ADJOINT MATRIX   المصفوفة المرتبطة

A cofactor matrix C of a matrix A is the square matrix of the same 

order as A in which each element aij is replaced by its cofactor cij . 

Example:













43

21
A













12

34
AC

If

The cofactor C of A is



The adjoint matrix of A, denoted by adj A, is the transpose of its 

cofactor matrix
TACAadj )(

It can be shown that:

A(adj A) = (adjA) A = |A| I

Example:
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USING THE ADJOINT MATRIX IN MATRIX INVERSION

A

adjA
A 1

Since 

AA-1 = A-1 A = I

and

A(adj A) = (adjA) A = |A| I

then



Example








 
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



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 
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To check AA-1 = A-1 A = I
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Example 2






















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113

A

|A| = (3)(-1-0)-(-1)(-2-0)+(1)(4-1) = -2
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),1(

),1(

31

21

11




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c

c

c

The determinant of A is

The elements of the cofactor matrix are

),2(

),4(

),2(
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


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


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
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AC

The cofactor matrix is therefore

so
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The result can be checked using

AA-1 = A-1 A = I

The determinant of a matrix must not be zero for the inverse to 

exist as there will not be a solution

Nonsingular matrices have non-zero determinants

Singular matrices have zero determinants



Matrix Inversion 
مقلوب المصفوفة

Simple 2 x 2 case



Simple 2 x 2 case

Let











dc

ba
A

and









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zy

xw
A 1

Since it is known that

A A-1 = I

then


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Simple 2 x 2 case

bcadA 

It can simply be shown that



Simple 2 x 2 case

So that for a 2 x 2 matrix the inverse can be constructed 

in a simple fashion as

































 ac

bd

A

A

a

A

c

A

b

A

d

1

•Exchange elements of main diagonal

•Change sign in elements off main diagonal

•Divide resulting matrix by the determinant
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zy
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A 1



Simple 2 x 2 case

Example 
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Check inverse

A-1 A=I
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Matrices and Linear Equations
Linear Equations



Linear Equations

Linear equations are common and important for survey 

problems

Matrices can be used to express these linear equations and 

aid in the computation of unknown values

Example

n equations in n unknowns, the aij are numerical coefficients, 

the bi are constants and the xj are unknowns
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Linear Equations

The equations may be expressed in the form

AX = B

where

,,
2

1

11

22221

11211
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
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n x n n x 1 n x 1

Number of unknowns = number of equations = n



Linear Equations

If the determinant is nonzero, the equation can be solved to produce 

n numerical values for x that satisfy all the simultaneous equations

To solve, premultiply both sides of the equation by A-1 which exists 

because |A| = 0

A-1 AX = A-1 B

Now since
A-1 A = I

We get
X = A-1 B

So if the inverse of the coefficient matrix is found, the unknowns, 

X would be determined



Linear Equations

Example

32
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Linear Equations

When A-1 is computed the equation becomes
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
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Linear Equations

The values for the unknowns should be checked by substitution 

back into the initial equations
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Differentialالتفاضل 

المشتقة الأولى للدالة

هي دالة معرفة خلال فترة y = f (x)إذا كانت 

:معينة

xالمستقل فإذا أخذنا قيمتين اختياريتين للمتغير
على Aفي منطقة تعريف الدالة مثل النقطة 

والنقطة xويرمز لها بالرمز السيناتمحور 

B  ويرمز لها بالرمزx + x حيثx هي

في xالكمية التي تغير بها المتغير المستقل 

ة ويطلق انتقاله من القيمة الأولى إلى القيمة الثاني
.عليه اسم الزيادة في المتغير المستقل

0                            A      B          x 





https://www.almrsal.com/post/837138/%d9%85%d8%b4%d8%aa%d9%82%d8%a7%d8%aa-%d8%a7%d9%84%d8%b1%d9%8a%d8%a7%d8%b6%d9%8a%d8%a7%d8%aa
https://www.almrsal.com/post/837138/%d9%85%d8%b4%d8%aa%d9%82%d8%a7%d8%aa-%d8%a7%d9%84%d8%b1%d9%8a%d8%a7%d8%b6%d9%8a%d8%a7%d8%aa


https://www.almrsal.com/post/837138/%d8%a7%d9%85%d8%ab%d9%84%d8%a9-%d8%b9%d9%84%d9%89-%d8%a7%d9%84%d9%85%d8%b4%d8%aa%d9%82%d8%a7%d8%aa
https://www.almrsal.com/post/837138/%d8%a7%d9%85%d8%ab%d9%84%d8%a9-%d8%b9%d9%84%d9%89-%d8%a7%d9%84%d9%85%d8%b4%d8%aa%d9%82%d8%a7%d8%aa


:اللمتغير المستقل تناظرهما قيمتين محددتان للدالة همx  ,  x + x: والقيمتين

y    ,     y + y

:فإذا كانت القيمة الابتدائية للدالة هي

y = f (x)

:فإن قيمتها المتغيرة تكون

y + y = f (x + x)

xفي xنتيجة للزيادة yوبالطرح نحصل على الزيادة في الدالة 

 y = f (x + x) – f (x)

في الفترة  xبالنسبة إلى(y)ولإيجاد متوسط معدل التغير الحادث في الدالة في الفترة 

(x , (x + x) ) توجد النسبة     حيث أنها

x:مقياس لسرعة تغير الدالة في هذه الفترة فنجد أن

y
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xfxxf
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

 )()(



وبذلك عندما xتمد أيضاً على تعفإن النسبة xتعتمد على yوحيث أن 

دما تؤول إلى الصفر أيضاً وتقترب من نهاية محددة عنyإلى الصفر فإنxتؤول

(yَ  (أو x) )  َfبالرمزالنهاية إلى الصفر ويرمز لهذه xتؤول 
:DfأوDyأوأو

x

y
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 x > 0عندماأوجد المشتقة الأولى للدالة (:1)مثال 

الحـــــل

xy 
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:ويمكن كتابتها على الصورة
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:ملاحظة

هاية إنما يقصد به الدلالة على المشتقة ، أي ن.. ليس معناه خارج قسمة مقدارين لاحظ أن الرمز   

.ككل لذلك يجب اعتباره وحدة واحدة وليس كسراً يمكن فصل بسطه عن مقامهالنسبة  
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The velocity: السرعة 

:نفرض أن أي جسم يتحرك يخضع في حركته إلى العلاقة

s = f (t)

هثي الثنسن مهسثة الكسيتثةن ايسةسثيتةن السسكثن قيةسث سة "t"، هثي السسثةفة"s"حيث  أن

يحتث  "t"فسن العلاقة السةبقة نجد أنه في النسن "t"مالسطلمب إيجةد سرعة الجسم في لحظة سة 

:بحي  "s"الجسم السمضع  

s = f(t)

:يكمن الجسم في السمضع t + tمفي النسن 

s + s = f (t + t)

إلى  tمعلى هذا ففي الفترة سن 
t t 

:يكمن الجسم قد انتق  سسةفة قدرهة

s = f (t + t) – f (t)
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V 

هي سعد  تغير السسةفة بةلنسبة للنسن Average velocityالسرعة الستمسطةمنعرف أن 

هي ن ةية السرعة الستمسطة عندسة tمتكمن السرعة اللحظية عند النسن 

:، أي أن

:مسن تعريف السشتقة ينتج أن 



2

2

1
gts 

dt

ds
V 

أمجد سرعة جسم سقط تحت تأثير الجةذبية ايرضية: ( 2)سثــــــة  

الحــــــ 

:حي  أن الجسم السةقط تحت تأثير الجةذبية ايرضية يخضع للعلاقة التةلية 

.عجلة الجةذبية ايرضية g :النسن ، : tالسسةفة ، : sحي  أن 

مالسرعة هي سعد  تغير السسةفة بةلنسبة للنسن 
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:القوانين الأساسية للتفاضل

The fundamental laws of differentiation

(تفاضل أي مقدار ثابت يساوي صفر)xعند أي نقطة مشتقة الدالة الثابتة تساوى صفراً :أولاً 

xأي أنه للزيادة  xمهما زادتyمقدار ثابت ، فهذا يعنى ثبوت  cحيث y = cفإذا كانت 

:مساوية الصفر، ومنهاyتكون الزيادة xفي 

وميله يساوى صفرxتعبر عن مستقيم يوازي محور y = cوهذا يعنى أن الدالة 
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 ً عدد حقيقي موجب أو سالب جذري أو غير nحيث y = x nمشتقة الدالة :ثانيا
.جذري

.لىويمكن إثبات ذلك باستخدام الخطوات الأربع السابق شرحها لإيجاد المشتقة الأو

1)()(  nn xnx
dx

d

dx

dy



 ً مقدار ثابتcحيث y = c. f(x)مشتقة حاصل ضرب ثابت ودالة :ثالثا

عدة أي أن المعامل الثابت يمكن سحبه خارج علامة التفاضل ويمكن إثبات هذه القا

.لأوليةباستخدام الخطوات الأربع السابق شرحها لإيجاد المشتقة الأولى بالمبادئ ا

 ً مشتقة مجموع عدد محدود من الدوال تساوى المجموع المناظر لمشتقات :رابعا
:فإذا كانت. الدوال

y = u(x) + v(x) + w(x)    

)      عند القيمة(x)حيث أن جميع الدوال قابلة للتفاضل في فترة معينة للمتغير 
:يكون(

)(..)](.[ xf
dx
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:أوجد مشتقة الدالة( : 4)مثال 

9    +5x+y = 12 x3 - 6x2

الحــــل

:أوجد مشتقة الدالة:( 5)مثال 

الحـــــل
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 ً :مشتقة حاصل ضرب دالتين:خامسا

أي . ولىالدالة الثانية مضروبة في مشتقة الأ+ الدالة الأولى مضروبة في مشتقة الثانية 
:أن 

ثبات ذل  نتبع خطوات ييجاد المشتقة الأولى من المباد  الأولية كما يليلإ:

نفرض أن:
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والحد الأخير في الطرف الأيمن عبارة عنلا تعتمد على v , uحيث أن 

:ومستمرة وبالتالي فإندالة قابلة للتفاضلu= f(x)وتكون   

وبذلك فإن هذا الحد الأخير يكون مساوياً للصفر ونحصل على 



...مهذا الإثبةت يمصلنة إلى قةعدة عةسة لتفةض  حةص  ضرب أي عدد سحدمد سن الدما  

y = u . v . wفإذا كةن لدينة حةص  ضرب ثلا  دما  

فنجد أن(vw)في  uفإنه يسكن تسثي  الطرف اييسن كحةص  ضرب 
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مب ذه الطريقة يسكننة الحصم  على قةعدة عةسة لتفةض  حةص  ضرب أي عدد سحدمد سن

un .....y =u1الدما  أى إذا كةن   u2فإن:

:يةميسكن كتةبة قةنمن تفةض  حةص  ضرب دالتين على الصمرة الآت

مسن ة يسكن أيضةً الحصم  على صمرة .... u.vمذلك بقسسة ك  سن حدمد القةنمن على 

:عةسة لتفةض  حةص  ضرب أي عدد سن الدما  فنجد أن 



:الدالةxفاضل بالنسبة لـ ( :6)مثال 

y =( x
2

+ 2x) (3x + 1)

الحـــــل

اضل من الواضح أنه يمكن إيجاد التفاضل بفك الأقواس أولاً ثم نف

ن الناتج ، لكن بفرض أن الدالة عبارة عن حاصل ضرب دالتي

:كالآتي

u =( x
2
+2x) ,   v=(3x+1)

:قاعدة حاصل ضرب دالتين ينتج أنوبتطبيق
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 ً مشتقة خارج قسمة دالتين:سادسا

بسط دالة المقام في مشتقة دالة ال)مشتقة خارج قسمة دالتين عبارة عن حاصل ضرب 
دالة مقسوما على مربع( مطروحا منه حاصل ضرب دالة البسط في مشتقة دالة المقام 

.المقام

 0 v,
dx
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   then 

v

u
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dv
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:نتيجـــة

:دالة يسكن تفةضل ة فإنvسقدار ثةبت ، cإذا كةنت 
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دالـة الدالــة

:نفرض أن

فإذا وضعنا

:وممكن أن تمثل كما يلي "x" دالة في"u"فمن الواضح أن 

u = f(x)  

:وعلى هذا فالدالة المفروضة

 = y = f (u)،uفإذا كتبنا " x" التي هي بدورها دالة " u" تصبح دالة 
f(x)فإن:

y = f [f(x)]

.وتسمى دالة الدالة

:ومثال لدالة الدالة أيضاً نجد

y = sin x3

4
x3y 

4
x = 3 u

uxy  43



:وهي دالة الدالة نظراً لأنه يمكن أن تكون

y = sin u = sin (x)3

.وعلى هذا فهي دالة الدالة

مشتقة دالة الدالة:

يذا كانت:

u   = g(x) ،y = f(u)     

دالتين يمكن تفاضلهما، فإن مشقة دالة الدالةy = f[g(x)]    تعطى بالعلاقة
:

ويمكن تعميم هذه النظرية للدوال الأكثر تعقيداً فمثلاً يذا كان:

y = f(u) , u = (t) , t = (x)

فإن:
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du
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:أوجد مشتقة الدالة( : 7)مثال
3

(y = (1 + x
2

الحـــــل

 = y = f(u)فتصبح    u = (x) = 1 + x2نضع 

u3

:وتكون المشتقة المطلوبة

2x .2(1 + x2).  2x =  3.3 u2

”u“ويمكن الحصول على نفس النتيجة مباشرة بدون فرض الدالة الداخلية 

:كالآتي

بالنسبة للقوس فنحصل على yتفاضل الدالة الخارجية 
2

(1 + x2)3

نسبة إلى بال( الدالة الداخلية)ثم نضرب الناتج في تفاضل القوس نفسه 

“x”           أي(2x) .



:الدوال المثلثية

:هيهناك ست نسب مثلثية لأي زاوية ولتكن 

sin  , cos  , tan  , cot  , sec  , cosec 

أو

sin x  , cos x , tan x , cot x , sec x , cosec x



كرر والدوال المثلثية هي في الواقع دوال دورية أي أن منحنى هذه الدوال ي

:نفسه كل فترة أي أن

f(x +na) = f(x)

 sin x, cos xفنجد أن الدالتين .عدد صحيح nثابت ، aحيث 

وذلك (2)كلها دوال دورية دورة كل منها  cosec x , sec xومقـــلوبها 

:لأن 

2) = sin x +x)sin 

2) = cos x +x)cos 



نلاحثثثثظ أن السنحنثثثثى يخثثثثر  سثثثثن نقطثثثثة 

متأخثذ الدالثة فثي sin 0 = 0: ايص  ين

قيسثة التنايد سع الناميثة حتثى تصث  إلثى ال

ثثثم تعثثمد إلثثى التنثثةق x=/2عنثثد ( 1)

x= حتثثى تصثثث  إلثثثى الصثثثفر عنثثثد 

( 1-)لى متتمالى في التنةق  حتى تص  إ

ثثثم تعثثةمد التنايثثد إلثثى أن x= 3/2عنثثد 

x= 2الصفر عند تص  إلى

y = sin x



فإنها تتكرر بعد 2دالة دورية كما ذكرنا في دورتها sin xوحيث أن 

:كذلك نجد أن هذه العلاقة فردية نظراً لأن2ذلك كل فترة طولها

sin (-x) = - sin x

الدالة كذلك نلاحظ أن. متماثل بالنسبة لنقطة الأصل في الشكل يمنحنالو

sin x مستمرة عند أي قيمة للمتغيرx كما هو واضح من اتصال منحناها.



cos x =yكذلك يمضح الشك  التةلي سنحنى الدالة 

x=0عندسة ( 1)نلاحظ أن ة تبدأ بةلقيسة 

 xعند ( 1-)متتنةق  حتى تص  إلى القيسة 

= ندحتى تص  إلى الصفر عثم تتنايد

x = 3/2متستسر في التنايد حتى تص  

عند( 1)+ثةنية إلى أكبر قيسة ل ة مهي 

x=2

y = cos x

ومنحناها متماثل بالنسبة cos (-x) = cos xزوجية لأن ومتصلة ونلاحظ أن هذه الدالة

بإزاحة محور sin xينشأ من منحنى الدالة cos xمنحنى الدالة ونلاحظ أنلمحور الصادات 

:وهو واضح من العلاقة/2الصادات إلى اليمين مسافة 


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دالتان y = tan x    ,     y = cot xكذلك فإن الدالتان 

:لأندوريتان دورة كل منهما 

tan ( + x) = tan x ,

cot ( + x) = cot x 

.xوذلك لجميع قيم 

2,1,0    

,     
2
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n
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2


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n
x

xالدالة سستسرة عند جسيع قيم -1

:السحدمدة فيسة عدا النقط

:أي أن سنحنى الدالة غير ستص  عند النقط

y = tanx



:مهذا ماضح سن العلاقة 

x

x
x

cos

sin
tan 

.عند هذه القيم متصبح الدالة غير سعرفة عند هذه النقطcos xحي  ينعدم السقةم 

.tan (-x) = -tan x:فردية أي أنtan xالدالة -2

أى أن سدى الدالة غير + إلى -غير سقيدة ميسكن أن تأخذ القيم سن tan xالدالة -3

.سحدمد

.الدالة دمرية دمرت ة -4



x
x

tan

1
cot 

x

x
x

sin

cos
cot 

:بةعتبةر أنtan xسن سنحنى الدالة y = cot xميسكن إستنتة  سنحنى الدالة 

:بةعتبةر أنsin x  ,  cos x:أم سن الدالتين

التي ينعدم xيكمن ستصلاً في جسيع النقط إلا عند قيم y = cot xمسنحنى الدالة 

:أي عند النقط sin xعندهة السقةم 

x = n , n = 0, ±1 , ±2

:مهذه الدالة فردية مسنحنةهة ستسةث  بةلنسبة لنقطة ايص 

cot (-x) = -cot x

+.و -وهي غير مقيدة فتأخذ جميع القيم بين كما أن الدالة دورية دورتها 



4 x3 = u

  x
xx

x sec
cos

1

2cos

1
2sec 







معلى هذا cos xبةعتبةرهة سقلمب الدالة sec xكذلك يسكن استنتة  سنحنى الدالة 

أي cos xفيسة عدا النقط التي ينعدم عندهة xتكمن سستسرة في جسيع قيم sec x: فإن

:عند

:مهي دالة نمجية مسنحنةهة ستسةث  بةلنسبة لسحمر الصةدات 

sec (-x) = sec 

:2كسة أن ة دمرية دمرت ة 

هم جسيع ايعداد التي لا sec xفإن سدى الدالة (1 , 1-)هم cos xمحي  أن سدى الدالة 

أي أن سنحنى الدالة يقع خةر  الشريط ايفقي السحدد (1 , 1-)تقع في الفترة السفتمحة 

.y = ±1: بةلسستقيسين



فإنه يسكن استنتة  سنحنةهة بقلب سنحنى الدالة y = cosec xبةلنسبة للدالة

sin xعلى اعتبةر أن:

x
xec

sin

1
  cos 

فيسة عدا عند القيم التي ينعدم عندهة السقةم xمعلى هذا فإن الدالة سستسرة عند جسيع قيم 

:أي عند

x = n , n = 0 , ±1 , ±2

مهي دالة (1 , 1-)مهذه الدالة غير سقيدة متأخذ جسيع القيم التي لا تقع في الفترة 

.2كسة أن ة دمرية مدمرت ة . فردية مسنحنةهة ستسةث  بةلنسبة لنقطة ايص 



:المشتقة الأولى للدوال المثلثية

:مشتقة الدالة: أولاً 

y = sin x

يجاد مشتقة اإذن يكفي sin xحيث أن الخمسة دوال المثلثية الأخرى معرفة بدلالة 

sin xلثية الأخرىبالمبادئ الأولية للتفاضل ومنها يمكن استنتاج باقي المشتقات للدوال المث  .

من المبادئ y = sin xوعلى ذلك فإن خطوات إيجاد المشتقة الأولى للـــدالة

:الأولية تكون كما يلى
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u = ميكسن تفةضل ة أيxأية دالة في " U"مإذا كةنت  (x) مكةنتy 

= sin uفسن قةنمن دالة الدالة نحص  على:

:أمجد سشتقة ك  سن الدما  الآتية: ( 9)سثة  

الحـــــل
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 ً y = cos x:مشتقة الدالة:ثانيا
:نلاحظ أن

:مسن ة ينتج أن

u = حي  y = cos uمإذا كةنت  (x)فإن:



x

x
x

cos

sin
tan 

 
   

  xx
dx

d

x
xx

xx

x

xxxx
x

dx

d

2

2

22

22

2

sectan

sec
cos

1

cos

sincos

cos

sin sincoscos
tan











 
dx

du
usecutan

dx

d 2

 ً y = tan x:المشتقة الأولى للدالة:ثالثا

:حي  أن

:مبتطبيق قةنمن سشتقة خةر  قسسة دالتين نجد أن

u =حي y = tan uمإذا كةنت (x)فإن:



x
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1
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x

x
xy

sin

cos
cot 

 ً y = cot x:السشتقة ايملى للدالة:رابعة

:يسكن إيجةد السشتقة ايملى ل ذه الدالة إسة على أسةس

:أم على أسةس أن

:أى أن. فإذا إعتبرنة العلاقة ايخيرة
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 ً y = sec x:السشتقة ايملى للدالة:خةسسة

نضعsec xلإيجةد سشتقة



 ً y = cosec x:السشتقة ايملى للدالة: سةدسة

:بإعتبةر أن
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:إمجد سشتقة ك  سن الدما  التةلية(: 10)سثة  
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الحـــــ 

:بتطبيق قمانين السشتقةت السةبقة تجد أن
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:لايجةد سشتقة هذه الداله نلاحظ أنه يسكن تبسيط ة كةيتى 
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   e =  m+1 
m

1

0 m
Lim

x Ln .e  Log= x  Log aa

               .x  Log = 2.303x  Log .10  Ln= x  Ln

x Ln  0.4343= x    Ln .e  Log= x  Log

1010

1010

:السشتقة ايملى للداله اللمغةريتسية

:سبق أن أثبتنة أن

ميسسى . سقربه يي عدد يشةء سن ايرقةم العشرية(e)مأسكننة حسةب قيسة  

دمن Log xميرسن للمغةريتم الطبيعي بةلرسن   (e)اللمغةريتم طبيعية إذا كةن للأسةس  

ةس   مللتحمي  سن اللمغةريتم الطبيعي إلى لمغةريتم يي أسLn xذكر للأسةس أم بةلرسن   

aسثلا نستخدم العلاقة :

أهسيه خةصة كسة نعلم سن الحسةبةت بةستخدام اللمغةريتم 10مللأسةس  

y = logaمإذا كةنت   x  هي دالثه لمغةريتسيثة يي أسثةسa   0بحيث  أن   x   

فإنه لإيجةد السشتقة ايملى ل ذه الدالة نجد أن  :
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:نضع

:فتكمن

مبأخذ الن ةيةت عندسة    x  مسلاحظة أنه عندسة  0 x  m فإن  0 0

:هى( a )ةلسشتقة ايملى للداله اللمغةريتسية يي أسةس   فمبذلك 
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:السشتقة ايملى للدما  العكسية-

x  = داله عكسيه   y   =  f  ( x )إذا كةن للدالة     ( y )( بةلطريقة
سشتقة  yمكةن ل ذه الدالة العكسية عند النقطة  ( السةبق شرح ة

سشتقة  y   =  f  ( x ): يكمن للدالهxلا تسةمى الصفر فإنه عند النقطة السنةظرة  

:أي أنتسةمى   
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:تكمن السشتقة هي (e)أسة إذا كةنت الدالة لمغةريتسية طبيعية للأسةس   

u =  حي     y = Ln  uمعليه إذا كةن      ( x :فإن(

:  تكمن( a )مبةلنسبه للداله اللمغةريتسية يي أسةس   

: ميسكن كتةبت ة أيضة على الصمرة
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y

y  =  Loga:إمجد سشتقة الدالة :  ( 11)سثة   (x2 + 2 )

الحــــــ 

:الدالة xفةض  بةلنسبه إلى  : (12)سثة  

الحــــــ 

:يسكن كتةبة السعةدلة على الصمرة ايبسط بأخذ اللمغةريتم أملا 



:إمجد السشتقة ايملى للدالة(:13)سثة  

y  =  Ln  sin x

الحــــــــــ 

cot x = x      cos 
sin x

1
 = 

 xd

yd



x  = ملإثبةت ذلك نفةض  طرفي العلاقة العكسية  ( y )بةلنسبة إلىx  أخذين في الاعتبةر
:نجد أن xداله في yأن  
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.مهم السطلمب 



:المشتقة الأولى للدوال المثلثية العكسية

:الدالة:أولا

y   =  sin-1  x

:أى أنxعباره عن الزاوية التي جيبها   yويقصد بهذه الداله أن 

x  = sin  y

وتسمى الصورة الأخيرة بالداله المباشرة والصورة الأولى بالداله العكسية

:yبةلنسبه إلى  x  =  sin  yملإيجةد سشتقة هذه الدالة  تفةض  طرفي العلاقه  
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 =u   sin 
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d

y = sin-1: مقد أخذت الإشةرة السمجبة أسةم الجذر ين الدالة x  تأخذ قيسة في الفتره

cos y مبةلتةلى يكمن     فإنه بةستخدام دالة الدالة ”x“داله للستغير ”u“مإذا كةنت 0

: يسكن إثبةت أن



:إذا كةنxبةلنسبه إلى   yإمجد   تفةض  الدالة   (: 14)سثة  

y  = sin-1 (tan x )

الحـــــــــ 

  
 xtan-1

 x sec
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 y    =  cos-1 x:الداله:ثانيا

x = cos  yمن تعريف هذه الدالة العكسية على أنها الدالة العكسية للدالة 

x  =  cos  yملإيجةد سشتقة دالة جيب التسةم العكسية تفةض  طرفي العلا قه" 

.  كسة سبق في الحةلة السةبقة" y" بةلنسبه إلى  

 

 
u-1

 xd

u d

 - =u  cos 
 xd

d
 ,

  çcos 0         
y cos-1

1
 - =    xcos 

 xd

d
 

x-1

1
 - =  

y cos-1

1-
 = 

ysin 

1-
 = 

 xd

y d
 

ysin   - = 
y d

 x

2

1-

1-

2

1-

22





d

(. xداله للستغير   uحي   ) 
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x+1 =y  tan+1=y  sec 
dy

dx
 





dx

dy

 

 
2

1-

2

1-

u+1

dx

du

 = u tan 

x+1

1
 =  xtan 

dx

d
 

dx

d



y   =  tan-1:الدالة :ثالثا x

في xمهذه الدالة سعرفه لجسيع قيم x   =  tan  yتعرف هذه الدالة بأن ة الدالة العكسية للداله  

-الفتره      x  متعطى قيست ة الفترة:

:أى أن سداهة هم

x  =  tan  y:ملإيجةد سشتقة هذه الدالة نتبع نفس الخطمات السةبقة

.(   xداله للستغير   uحي    ) 



 ً cot-1:الدما :رابعا x   ,  cosec-1 x    ,    sec-1 x

:هي كةلآتيبنفس الطريقة السةبقة يسكن حسةب سشتقةت الدما  السثلثية العكسية البةقية م
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:فإن  "  x" داله للستغير  " u"بةستخدام دالة الدالة أي إذا كةنت   
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إمجد    : (15)سثة  

y  =  tan-1:للداله ( tan x )

 الحـــــــ

وهذا يمكن ملاحظته إذا .. ”x“يساوى واحد معنى هذا أنه تفاضل المقدار d y /d xوعندما   

فتكون xفهو يعنى الزاوية التي ظلها ظا tan-1  (tan x )حاولنا نفهم معنى المقدار       

يساوى الواحد الصحيح ”x“بالنسبه لـ ”x“وتفاضل ”x“هي الزاوية 



:معلى ذلك تكمن قةعدة هةسة بةلنسبه لجسيع النسب السثلثية كةلآتي 

y   =  sin-1 ( sin x )  =  x

y   =  cos-1 (cos x )  =  x

y   =  tan-1 (tan x )  =  x

.مكذا بةلنسبه لبةقى النسب السثلثيه 

:للدالهd y / d xإمجد    :(16)سثة  

y  =  cot-1 x3 

الحـــــــــ 
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  x = logaسن السعرمف أن الدالة العكسية للداله اللمغةريتسية :السشتقة ايملى للداله ايسية-

y  تكمن الدالة ايسيهy  =  ax(  حي-   x   ,  a  لداله املإيجةد سشتقة (  0

:”x“بةلنسبه إلى x  =  loga  yتفةض  الـــداله اللمغةريتسية  y  =  axايسيه 

:فإنa   =  eأسة في حةلة     

(Ln e  =  1حي    ) 



y = ln:   ميمضثح الشثك  التثةلي سنحنثى الثدالتين

x  ,  y = ex   حيثث  تنشثثأ إحثثداهسة كصثثمرة

y = xانعكثةس للدالثة ايخثرى علثى السســثـتقيم  

هثي نفسث ة y = exمسن السلاحظ أن سشتقة الدالة  

بيةنيثثة أي أن ثة لثم تتثأثر بعسليثة التفةضث  مهثذا يعنثى

أن سيثث  السسثثةس عنثثد أي نقطثثة علثثى سنحنثثى الدالثثة  

y = ex يسةمى الإحداثي الصةدي ل ذه النقطة.
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(:17)سثة  

:أمجد السشتقة ايملى لك  سن الدالتين الآتيتين

الحــــــــ 

:فإن  xسسة سبق نجد أن بةلتفةض  بةلنسبة إلى 



:التفاضل اللوغاريتمي-

ي أحيةنة يطلب سنة إيجةد سشتقة بعض الدما  السعقدة سث  الدما  التي يدخ  ف

إلى قمى هي في حد ذات ة  ”x”مأحيةنة رفع دما "x"تكمين ة عسليةت ضرب مقسسة دما  

لك   ”e“في هذه الحةلة نلجأ إلى تبسيط الدالة السعطةة بأخذ اللمغةريتم للأسةس  ”x”دما  

:سن الطرفين ثم نجرى عسلية التفةض  بعد ذلك فسثلا

xy = uvدالتين لــــ      u    ,     vحي   

 ln y = ln uv = v  ln u 

:نحص  علىxمبةلتفةض  بةلنسبة إلى 
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:أمجد سشتقة الدالة (:18)سثــة  

y = xx

الحـــــــ 
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تطبيقات على التفاضل

(:  Related Ratesالمعادلات المرتبطة)معدلات التغير 

ات إذا ارتبط متغيران أو أكثر بعلاقة على شكل معادلة وكانت هذه المتغير
لإحدى هذه المتغيرات tفإن معدلات التغير بالنسبة للزمن  tتتوقف على الزمن 

ة إلى يمكن حسابها إذا علمت معدلات التغير في المتغيرات الأخرى بالنسب
ها ببعض ويتم ذلك إذا فاضلنا العلاقات التي تربط هذه المتغيرات بعضtالزمن 

:، كما يتضح من الأمثلة التالية tبالنسبة للزمن 



، نصف 10ftخنان على شك  سخرمطي دائري قةئم رأسه يسف  مارتفةعه (: 19)سثة  

أمجد سعد  ارتفةع سطح   ft3/min 24، يسكب فيه السةء بسعد  ثةبت  ft 5قطر قةعدته 

. ft 4السةء عندسة يكمن عسق السةء في السخرمط 

الحــــ 

y

10

: نفرض أن

v = حجم السةء(ft3) الخثنان عنثد الثنسن فى

t(min)   .

x  = نصثثف قطثثر(ft)  يقطثثع السخثثرمط عنثثد

.سطح السةء

=y ارتفةع السةء(ft)  فثي الخثنان عنثد اللحظثة

t.



yxv .2.
3

1


24
dt

dv

:هم أن ft3/min 24سعنى أن السةء يسكب في الخنان بسعد  ثةبت 

 y=4عندسة  dy/dtمالسطلمب الآن تعيين 

 العلاقة التي تربط حجم السةءv  بةلعسقy  هي

y
y

x
2

1or  x  
10

5


3

12
1 yv 

إلا أنه  y , vبجةنب  xمهى تحتمي على الستغير الإضةفي 

-:سن تشةبه السثلثةت xيسكننة حذف 

-:مسن هذا ينتج أن



dt

dy
y

dt

dv 2
4

1 

dt

dv

ydt

dy


2

4



ft/min   
6

16
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







dt

dy

-:نحص  على العلاقة بين السعدلين أيtمبحسةب سشتقة الطرفين بةلنسبة إلى النسن 

-:مسن ة نجد أن

:تصبح y=4     ,dy/dt  =24معندسة يكمن  



13 ft

6 ft/sec

x

y

X

Y

لى قدم يستند بطرفه العلمي على حةئط رأسي مبطرفه السفلي ع13سلم طمله (: 20)سثة  

احسب . ثةنية/ قدم 6سحب السلم سن طرفه السفلي بعيدا عن الحةئط بسعد  ثةبت . أرض أفقية

ة عن ايرض السعد  الذي يننلق به الطرف العلمي للسلم على الحةئط في اللحظة التي يبعد في 

.قدم12

الحـــ 

نفرض أن السلم في أي مضع سن أمضةعه 

العلاقة م. يأخذ الشك  مايبعةد السبينة بةلشك 

:هيtعند أي لحظة  y , xالتي تربط 

x² + y² = 13² = 169



ft/sec.   6
dy

dx
   andft      12 y

dt

dx

y

x

dt

dy

dt

dy
y

dt

dx
x



 022

ft/sec.  5.26
12

5

dt

dy


:عند اللحظة التى يكمن في ة dy/dtمالسطلمب إيجةد 

: فنجد أنtنفةض  العلاقة ايملى ضسنية بةلنسبة إلى النسن 

:فبةلتعميض ينتج أن. سن العلاقة ايملى x=5، تكمن  y=12حي  أنه عندسة 

(  yسثة مهثثذا سثة تعنيثثه الإشثةرة السثثةلبة سثن تنثثةق  القي)أي أن رأس السثلم يننلثق إلثثى أسثف  

 ft/sec 2.5بسعد  



.  قةعدت ةصفيحة سن السعدن سثلثة الشك  تتسدد بةلحرارة مارتفةع ة يسةمي نصف(: 21)سثة  

مسعد  نيةدة طم   cm2/sec 0.05أمجد طم  القةعدة عندسة يكمن سعد  نيةدة السسةحة 

. cm/sec 0.01قةعدت ة سسةمية 

الحــــ 

cmL

L

LLhLS

  10
01.0

05.02

01.005.0 2
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2
2

12
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1
2

1
2

1










 Sمالسسةحة   Lمطم  القةعدة   hنفرض أن الارتفةع



ئل كما ومن حل الأمثلة السابقة يمكن أن نستنتج خطوات عامة لحل مثل هذه المسا

:يلي

بقى ثابتة يرسم شكل مبسط يمثل المسالة وتوضح عليه الكميات العددية التي ت•

.خلال المسألة

م توجد يعبر عن الكميات والمتغيرات التي تتغير مع الزمن برموز جبرية ث•

.علاقة أو علاقات تربط هذه المتغيرات مع بعضها

.رات المختلفةنفاضل مباشرة بالنسبة للزمن فنحصل على معدلات التغير للمتغي•

لحصول نعوض عن الكميات والمعدلات المعروفة من المسألة بقيمتها الحسابية ل•

.على المعدل المطلوب إيجاده



S 1000 

m

المراقب

X

س يسر سبةشرة فمق /كم360ستر يطير أفقية بسرعة 1000طةئر على ارتفةع (: 22)سثة  

.      ستر2000أمجد سعد  اقتراب الطةئر سن السراقب عندسة يكمن على بعد . سراقب

الحــــ 

للطةئر في هذه السسألة الارتفةع ثةبت بةلنسبة

 xةفة ملا يتغير لذا فقد مضع على الرسم السس

لذا فقد مضعت  Sتتغير سع النسن مكذلك 

.على هيئة رسن جبري

222 )1000( xS

dt

dx
x

dt

ds
S 22 

:مسن هندسة الشك  يتضح أن

tنفةض  طرفي السعةدلة بةلنسبة إلى النسن 



   Integrationالتكامل

 تعريـف:

 تسمى الدالةF (x)  الدالة المقابلة بالتفاضلAnti-derivative للدالهf (x) الفترةفى[a 
, b]  إذا تحققت عند جميع نقط هذه الفترة المتساوية:

 للدالهأوجد الدالة المقابلة (:1)مثال  :f(x) = x³

الحـــــل

من التعريف نجد أن:

 هي الدالة القابلة حيث أن:

ة دوال ولكن من الواضح أن هذه الدالة المقابلة ليست الوحيدة  فيمكن اعتبار الدوال التالي

f (x ) = x3:للدالهمقابله 

  4 x
4

1
 =  x F

            x=  
4

x
  =  3

4










 xF

     5 -  x
4

1
  =  x  F   ,       1 +  x

4

1
 = x  44F

  c  +   x = x  4
4

1F



  dx   x f 

      c  +   x F  =dx    x f

يسثسى F(x)+cفثإن التعبيثر     f (x)داله سقةبله للدالثه   F(x)إذا كةنت الدالة     : تعريــف

: ميرسن له بةلرسن f(x)للدالة  Indefinite integrateالتكةس  غير السحدمد 

:سن التعريف ينتج أن

    xf =  x 'F



2 x15 = 
dx

dy

c  +   x5   3y

9  +     x5 =   3y

:إذا كةن سي  السسةس عند أي نقطه سن سنحنى يتعين سن السعةدلة(: 2)سثـة  

y = 15 x2

.(1,4-): فأمجد سعةدلة السنحنى علسة بأنه يسر بةلنقطة

الحـــــ 

:سي  السسةس هم

:مبةلتحقيق سؤقتة نجد أن

(1,4-)مبسة أن السنحنى يسر بةلنقطة

4 = - 5 + c c = 9

:متكمن سعةدلة السنحنى هي



                 x  f      =    c    +   x F =  dx       


 xf

    x= 
3

x
 = dx    x 2

3
2














 c

     dx   x  f=  dx   x f    d

     c  +  x F =    x F d

:  بعض خواص التكامل غير المحدود 

:تفةض  التكةس  غير السحدمد يسةمى سمضمع التكةس  أى أنه -1

:فسثلا

:تفةضله التكةس  غير السحدمد يسةمى عنصر التكةس  أي-2

.مهذا ينتج سبةشرة سن الخةصية ايملى 

ت اختيةري التكةس  غير السحدمد بتفةضله ينتج داله سة تسةمى نفس الدالة سضةفة إلي ة ثةب-3

:أي أن 

.مالإثبةت بحسةب تفةض  ك  سن الطرفين



           dx f +dx    =dx      f  +  2121  xxfxxf

         

          
   x f +  x f  =                                                  

.dx  x f   dx   x f = dx      x f +dx    x f  

x  f  +  x f  =dx      x f + x 

21

2121

2121






f

التفةض  غير السحدد للسجسمع الجبري لعدد سحدمد سن الدما  يسةمى نفس السجسمع-4

:الجبري لتكةسلات هذه الدما  ، أي

فةض  ملإثبةت ذلك نفةض  هذه العلاقة أخذين في الاعتبةر الخةصية السشةب ة ل ة في الت

:فنجد أن 



     dx      x f     a   =dx       x  f   a

   x f  
dx

d
 a =  xf a  

dx

d

   

     c  +  ax  F 
a

1
 =dx     ax  fThen   

 c  +   x  F =dx    xf    



if

    

      

     ax f  =   ax F =                               

 a  ax F 
a

1
  =  axF 

a

1
 =   c  +   ax F  

a

1

 ax f =  dx   ax f 




















قيسه aيسكن أخذ السعةس  الثةبت في سمضمع التكةس  خةر  علاسة التكةس  أي إذا كةنت-5

:ثةبتة فإن

:مهذه الخةصية تأتى سن نظيرت ة في التفةض 

.أم بتفةض  طرفي السعةدلة

:aفي ثةبت  xضرب -6

:بتفةض  طرفي السعةدلة ايخيرة نجد أن 



. c + b)+(x F =dx  b)+(x fThen 

c + (x) F =dx  (x) f



if

   

       c  +     b + x  a  F 
a

1
  =dx       b + x  a  f   

 c  +   x F  =dx     x f    







if

xإلى bإضةفة ثةبت -7

.مالإثبةت بتفةض  طرفي السعةدلة ايخيرة 

( 7)م ( 6)الجسع بين الحةلتين  -8
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(:3)سثة  

(:5)سثة  

(:6)سثة  

(:4)سثة  
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(:10)سثة  
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:بعض التكةسلات القيةسية العةسـة 

:صمرة التكةسلات الآتية:أملا  

:نعلم سن التفةض  أن 



bx 

1

   2.............. ln 
1

cbxdx
bx




إذ أنثه بتطبيقثه n=-1سة عدا القيسثة المحيثدة  nصحيح لجسيع قيم ( 1)مالقةنمن 

سثن على هثذه الحةلثة الخةصثة يعطثى نتيجثة لثيس ل ثة سعنثى سعثين ، غيثر أننثة نعلثم

إلثى هي الدالة التي سشتقت ة ايملى بةلنسبةln (x+b):  التفةض  أن الدالــــــــــــة

(x) تسةمى

:معلى ذلك تكمن 



مفى هذه الحةلة n= -1سة عدا القيسة الم حيدهnصحيح لجسيع قيم  ( 3) مالقةنمن 

:الخةصة نرى كسة سبق أن
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:كذلك نعلم من التفاضل أن
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:ةسة التةلية قيةسة على القماعد السةبقة يسكننة إيجةد التكةسلات القيةسية الع: ثةنية 
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:أسثلــــه
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:تكةس  الدما  السثلثيه

:الدما  السثلثيه ايسةسيه :أملا  
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 

   

    cxdx
x

x
dxx

cxcx

dx
x

x
dx

x

x
dxx

cdxxdxx

cdxxdxx




















 sin ln 
 sin

 cos
 . cot   4

 sec ln cos ln                          

 
 cos

 sin
  

 cos

 sin
 . tan   3

 . sin . cos   2

 . cos . sin   1



 

 

 

  cxxo

dx
xxo

xoxxo

dx
xxo

xox
xodxxo

cxx

dx
xx

xxx

dx
xx

xx
xdxx

































 cotsecc ln                            

 
 cot secc

secc cot  secc
                            

 
 cot secc

 secc cot
 secc.. secc   6

 tan sec ln                        

 
 tan sec

 sec tan  sec
                         

 
 tan sec

 sec tan
 sec . sec   5

2

2



  c + 5 tan5  ln
5

1
 5 sec xxSecdxx 

       cxxodxxo

cxdxx









23 cot23 secc ln
3

1
 23 secc

7

1
sec ln7 

7

1
tan

(:14)مثال 

(:15)مثال 



c
xx

d
xx

dx

x

x

dx

x
d

xxdx

d

dx
x

x



























1
sec ln

11
tan

1
tan

1
 

11

 

1
tan

2

2

2

2

:إمجد قيسة (: 16)سثة  



:ة تكةسلات سربعةت الدما  السثلثية ايسةسي: ثةنية 

   

 
   

   

   

 

  cxdxxec

cxdxx

cxxdxxecdxx

cxxdxxdxx

cxxdxxdxx

cxx

cxxdxxdxx























 

 

 cot cos 6

 tan sec 5

 cot 1cos cot 4

 tan 1sec tan 3

2 sin
4

1
2

1 2 cos1
2

1 cos 2

2 sin
2

1
2

1

2sin
4

1
2

1 2cos1
2

1 sin  1

2

2

22

22

2

2



  dxxx   tansec
2

2
1

2
1

 

 

 

cxxx

cxxx

dxxxx

dxxxxx

dxxxxx

















2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
12

2
12

2
1

2
1

2
12

2
12

2
1

2
1

2
12

sec4tan4

sec22tan22

 1tan sec2sec2

 1sectan sec2sec

  tan tan  sec2sec   

:إمجد(: 17)سثة  

الحـــــل



  dxx   2 sin1
2

   

 

.4 sin2 cos
2

3

 4 cos2 sin2
2

3

 4 cos2 sin21

 2sin2 sin212 sin1   

8
1

2
1

2
1

2
1

22

cxxx

dxxx

dxxx

dxxxdxx























:أمجد(:  18)سثة  

الحـــــ 



 

 

  dxnxmx

dxnxmx

dxnxmx

 . cos sin  3

)n  # (m                       . cos cos  2

 . sin sin   1













    
    
    xnmxnmnxmx

xnmxnmnxmx

xnmxnmnxmx

  sin  sin cos sin

  cos  cos cos cos

  cos  cos sin sin

2
1

2
1

2
1







:تكةسلات حماص  ضرب الدما  السثلثية :ثةلثة 

:لتقييم التكةسلات ايتيه

:نحم  حةص  الضرب إلى سجسمع بةستخدام إحدى الستطلبةت التةلية 



:أسثله سحلمله

   

    

 

   

  .4 cos2 cos2     

4 cos2 cos     

 4 sin2 sin cos.3 sin3

8 sin2 sin     

 8 cos2 cos. 5 cos3 cos2

7sin3sin     

 7 cos3 cos 2sin 5 sin 1

8
1

4
1

2
1

2
1

2
1

2
1

16
1

4
1

2
1

14
1

6
1

2
1

cxx

cxx

dxxxdxxx

cxx

dxxxdxxx

cxx

dxxxdxxx























 dxxf  

   1........................................ ux 

 u 
 

        2...................   

   

duuufdxxf

duudx

 



:طرق التكةس  

( :تحمي  الستغير : ) التكةس  بةلتعميض -1

Integration by substitution (Change of variable)

نفرض أن السطلمب إيجةد التكةس  

سع علسنة أن ة تتماجد  فنحم  الستغير في F(x)مقد تعذر تعيين الدالة السقةبلة للدالة

:التعبير تحت علاسة التكةس  بمضع

:داله سستسرة ل ة سشتقة سستسرة مدما  عكسية فيكمن حي  

فثي النثةتج بدلالثة  (u)مالسقصمد هنة أننة بعد إجثراء التكةسث  فثي الطثرف اييسثن نعبثر عثن 

(x)  (. 1)في العلاقة



 ux  

 x u 

 ux  

 
 

        3......................   

 

' duufdxxxf

dxxdu

xu

 





:سلاحظةت 

دالة السفرمض في تطبيق القةعدة السةبقة أن نختةر ال-1

إلا (. 2)بحي  يسكن تقييم التكةس  غيثر السحثدمد سثن الطثرف اييسثن سثن السعةدلثة  

غيثر فثي أنه سن النةحية العسلية يكمن سن ايمفثق أحيةنثة أن نجثرى عسليثة تحميث  الست

بدلا من الصمرة 

:في الاتجةه العكسي أي أن( 2)متطبق القةعدة 



 
 





 dx

x

x

 xu 

 dxxdu  

 
 

   cxcu
u

du
dx

x

x





   ln ln 

:  كتطبيق السلاحظة السةبقة تعتبر التكةسلات التي على الصمرة-

بمضع 

:نجد أن

:سن هذا نستخل  القةعدة التةلية 

إذا كةن سمضمع التكةس  كسرا بسطه هم سشتقة السقةم فإن التكةس  يكمن 

.لمغةريتم السقةم سضةفة إليه ثةبت اختيةري 



 
 

dx
x

x






 
 

 
 

  cxcuduu
u

du
dx

x

x

dxxdu

xu














22  

 

   

2
1

:تعتبر التكةسلات التى على الصمرة -

:بمضع

:بذلك نحص  على القةعدة التةلية 

ى إذا كةن سمضمع التكةس  كسرا بسطه هم سشتقة السقدار تحت الجذر السمجمد ف

بت السقةم فإن التكةس  يصبح ضعف الجذر السمجمد فى السقةم سضةفة إليه ثة

.اختيةري 



21

 

x

dxx




  cx
x

dxx

x

dxx





 
2

2
1

22
1

2
1 ln

1

 2

1

 

:أمجد قيسة :(19)سثة 

الحــــــ 

مقسسة التكةس  على ( 2)في هذا السثة  يسكن جع  البسط تفةض  السقةم  بضرب ايم  في 

:ينتج أن ( 2)



dxxx  . cos   sin

  ccu

udux

dxxdu

xuPut










2

3
2

3

2
1

  xsin
3

2
 =  

3

2
=                                     

du       u=dx x  cos    sin

   cos

  sin   

:إمجد قيسة(:20)سثة  

الحـــــ 



  22 xa

dx























    
a

x
     tan

a

1
 =                    

c+u    tan
a

1
=    

u+1

du
 

a

1
  =   

u+1

du a
 

a

1
  =  

a

dx

du   a  =dx      ,au      =    x,      
a

x
=u       

1
a

1
       

1-

1-

22222

2222

c

x

Put

a

x

dx

xa

dx

:إمجد قيسة(:21)سثة  

الحـــــل




 22 xa

dx

c  +    
a

x
  Sin =                 

   c+u   Sin   =    
u-1

du
 =    

u-1

du  a
 

a

1
   =   

a

dx

du a  =dx  u    a = x ,    
a

x
 =u  put       

    

a

x
-1

dx
 

a

1
  =   

1-

1-

2222

222
















x

xa

dx

:إوجد قيمة(:22)مثال 

الحـــــ 



 
 x

dx   xln
3

 
  c+ ln  x  =  c  +  u  =du     =   

x

dx  ln x
 

 
x

dx
 =du     , ln x       =u      

4

4
14

4
13

3

  u

Put

  
 x+1

dx  
4

x

 c +  x tan =  c+u    tan =   
u+1

du
  =  

 x+1

dxx  

     dx        2x   =du             ,   x=u       

21-
2

11-
2

1
22

1
4

2



Put

:أمجد قيسة (:23)سثة  

الحـــــ 

:أمجد قيسة (: 24)سثة  

الحــــــ 




 5 2x

dx  

2

x

                                                                   

c+  52x  =                   

 c+  52x2  = 
52x

dx4x  
  = 

5+ 2x

dx  

2
2

1

2
4

1

2
4

1

2







x

:إمجد قيسة (: 25)سثة  

الحـــــ 

:تج أن نجع  البسط سشتقة السقدار تحت الجذر في السقةم ين



  
dx  

Ln x+1x

 x
2

Ln

      
 

       .      c  +   ln x +1ln   =    

c   +  u+1ln   =    

du   
1

 2
 =du  

u+1x

 xu
 =dx    

ln x+1x 

ln x

dx  
x

1
 =du                , Ln x       =u    

2

2
1

2
2

1

22
1

22  






u

u

Put

:إمجد قيسة(: 26)سثة  

الحـــــ 



.dx     
2

1

 x

e x

                                                   c + e - =                     

c + e -   =du      x-   
e

 =dx     
x

e
 

dx  
x

1
 - =du     ,    

x

1
 =u    

x

1

u2

2

u

2

x

1

2

  x

Put

:أمجد قيسة(: 27)سثة  

الحـــــ 



  dx    5xsin   2x

 

   c +  5x cos - =  c+u  cos -=                                 

 du .u sin  =    
10x

du .u sin x  
  =dx    5xsin x   

.dx  x   10 =du                         , 5x =u     

2
10

1
10

1

10
12

2



Put

:احسب التكةس  غير السحدمد (:28)سثة  

الحــــــ 



dx  x   c  sin 3 osx









 c + x  sin  =                                 

    c + u  =                                 

du u =  
 xcos

du
 x  cos  u =dx  x   cosx  sin

dx x  cos  =du               ,sin x  =u      

4
4

1

4
4

1

333

Put

:إمجد قيسة(: 29)سثة  

الحــــــ 



x
e x n

 

 

   1      ..................       du v - u v = dvu   or        

du  v + dvu  = u v          

du   v+  dvu  =   u v d or        

u  v+ vu  =   u v             






dx

d

Integration by Partsئةالتكةس  بةلتجن-2

ننثة إيجثثةد أهثثم طثرق التكةسث  فبماسثطت ة يسكئثةتعتبثر طريقثة التكةسث  بةلتجن

ايسية أم   ln xتكةسلات حماص  الضرب التي تحتمى على الدما  اللمغةريتسية 

أم إحدى الدما  السثلثية العكسية أم الدما  الجبرية 

ةصث  ضثرب هي العسلية العكسية لقةعدة السعةسث  التفةضثلي لحئة منظرية التكةس  بةلتجن

يم  كسثة متنحصر في تحمي  التكةس  السراد إيجةده إلى تكةسث  خخثر أبسثط سثن ا. دالتين 

:يتضح ذلك سسة يأتى

:فلقد سبق أن علسنة سن التفةض  أن 



du  v

 dv  u
 du  v

  dvu  -u  .  v=du  v

سث  الثدما  التثي متستعس  بكثرة فثي تكةئةمتسسى هذه العلاقة بعلاقة التكةس  بةلتجن

بشرط أن تكمن عسلية (  u , dv)يسكن كتةبت ة على صمرة حةص  ضرب عةسلين 

محسةب التكةس   duسن vإيجةد  

أبسط سن الحسةب السبةشر للتكةس  ايصلي  

مإذا لم يسكن إجراء عسلية التكةس   

فإنه يسكن استخدام القةنمن البدي  التةلي      ( 1)في الطرف اييسن سن 

.أي نستبد  ترتيب الدما  السطلمب تكةس  حةص  ضرب ة



 dxsin  x  x 

 

         c   +sin x      + x cos x  - =                       

dx  x   cos+ x cos x - =  xcos dx  - =dxSin x  x   

 x cos - =     v          dx         =du  Then      

   xcos d - =dx  sin x = dv                  , x   =u             

 

Put

:إمجد قيسة( :30)سثة  

الحـــــ 

:سن السثة  السةبق يتضح أن اختيةرنة كةن سمفقة فى فرضنة حي 

    xcos d - =dx  sin x  = dv      , x  = u



       =  v, sin x       d =du  

 
2

x
 d =dx   x  = dv ,            sin x     =u 

2
x

2

2












 





 

dx x   cos x  -sin x   x =sin x   d                              

 ,   -  .Sin x =                              

  d .sin x  =  dv .u   =dx   sin x  

2
2

12
2

1

2
x

2
x

2
x

22

2

x

:فى حين أننة لم إخترنة بدلا سن ذلك سثلا 

:فإننة نجد أن

يثثةر مالتكةسثث  ايخيثثر أكثثثر تعقيثثدا سثثن التكةسثث  ايصثثلي فثثي الطثثرف اييسثثن ، أي أن هثثذا الاخت

.يؤدى إلى عكس السطلمب



( :31)سثة  

 

  c +  x+1Ln  -x  x tan=                      

dx    
x+1

2x
 -x   x tan=                      

dx   
x+1

x
 -x   x  tan=                      

. tan dx   -x   x tan=dx  x   tan

2
2

11-

22
11-

2

1-

-1-11






 x



dx  e x2 - e  x=               

dx  e - e  x= e d .x =dx  e 

xx2

2xx2x2x2



 x

 

  c+   22x e =                         

c +  2e - e x 2 - e  x=                         

 ex  2 - e  x=                         

 e dx  2 -e  x=dx   e x  

dx 

2x

xxx2

xx2

xx2x2













x

dxe

e

x

x

(:32)سثة  

(x)ه قمة في التكةس  في الطرف اييسن له صمره سشةب ة للتكةس  ايصلي خفضت في

ة إلى نص  في الن ةي. فإذا كررنة التكةس  بةلتجنيء على التكةس  الجديد. السمجمدة 

:التكةس  التةلي مهم سن الصمر القيةسية 

 Successive reductionمتسسى هذه الطريقة بطريقة الاختنا  الستتةلي  



(:33)سثة  

    c +   1 -ln x  x =                  

c +x -ln x  x =                  

dx 
x

1
x  -ln x  x =                  

ln x d  x -ln x  x =dx   x   ln



 



(:34)سثة  

 

 
   .   c +  1 -ln x   1+m 

1

x
 =                      

 c +   
1

x
 -ln x    x  

1+m

1
 =                      

     dx  
x

1
 . x -ln x    x 

1+m

1
 =                      

 ln x  d x -ln x   x 
1+m

1
 =                      

  1-  m    ,                     dxln x   
1+m

1
 =dx ln x   x

2

1+m

1+m
1+m

1+m1+m

1+m1+m

1+mm





























 

m

m



    c + x f  =dx      xf

التكةس  السحدمد-3

:سبق أن بينة أن : تعريف 

ملذلك سسى التكةس  السةبق بةلتكةس  ( x) ثةبت اختيةري لا يتمقف على  ( c: )حي  

.الغير سحدمد ين قيسة التكةس  لا تكمن سحدمدة 

f (a)=  فإن قيسة التكةس  تصبح                 x  =  aمعندسة        +  c

f (b) +  c=  فإن قيسة التكةس  تصبح                 x  =   bمعندسة      

a , bمسعرفه في الفترة f(x)ميكمن الفرق بين قيستي التكةس  للدالة السستسرة  

.هم الفرق بين القيستين السةبقتينx  =  a    ,  x  =  bعندسة 



          a f - b f =  x f =dx    
b

a 
b

a

xf

:أي أن

 (f ( b )  +  c ) - ( f (a)  +  c )

fأي تساوى  (b )  - f (a ولهذه قيمه معينه مهما كانت قيمة a < bحيث   (

:ويكتب التكامل فى هذه الحالة على الصورة (c)الثابت 

,  النهاية السفلي(a)وتسمى  bإلى aمن  xبالنسبة إلى     f(x)ويقرأ تكامل  

(b)  تكامل غير ويتضح من ذلك أنه لتقدير أى تكامل محدود نوجد أولا ال. النهاية العليا للتكامل

.  لنهاية السفليالمحدود المناظر له ثم نعوض فيه أولا بقيمة النهاية العليا ثم نعوض ثانيا بقيمة ا

ونطرح النتيجة الثابتة من الأولى كما يتضح من الأمثلة التالية 



       

         .             20 =  1 - 81  =                         

1  - 3  =   x  =  dx  x  =dx       x  

4
1

4

4
1

4

4
1

3

1

4
4

1

3

1

33

3

1

 f

    dx   7 +4x    cos 5
2

0





  11 =  
7

22
  

2

7
 =  

2

7
 = 

0 7 +  0sin   
4

5
 - ) 

2

 7
 +    2sin  

4

5
( = 

 x 7  +4x   sin  
4

5
  = 

2

0





























:إمجد (:35)سثة   

:إوجد قيمة(:  36)مثال 

الحـــــ 



  dx     
1

3

2

2 x

x

  

    

       .         0.4904 =                   

 
0.4343

0.426
   =   

e log 2

2.666 log
 =  2.666ln   =                   

 
3

8
ln   =   1-4ln  - 1 - 9ln   =                   

 1xln  =  dx 
1x

 x2
  = dx  

1

2
1

2
1

2
1

2
1

3

2

2
2

1

3

2

22
1

3

2

2




  x

x

:إمجد قيسة(:37)سثة  

الحـــــ 



 dx    
1

4

1

2


x

x

 

  .                     
4

7
    = 

4

5
 - 3  =   3- - 

4

5
- =                        

1

2
 - 

1

1
 - - 

4

2
  - - = 

x

2
 - 

x

1
- =                        

   
-

x
 

1

x
 = x  d    x+  =                        

dx  
1

 =dx    
1

4
1

4

1

4

12
1

-1-
-2

4

1

22

4

1

2

4

1

2
1

2
3






































































x

x

x

xx

x

:إمجد قيسة (:38)سثة  

الحـــــ 



 dx    x5

  xd   x5

4

2

3

4

2

5





   

   

.    11.2 = 
151656

463642
=

2
4

5
4

24
 = 

4

5

6

5

 = 

5

5

c +  x
4

5
 =dx    5x   ,        c +  x

6

5
 =dx    5

44

4
5

6

6
56

6
5

4

2

4

4

2

6

3

4

2

5

4

2

4365

































x

x

dxx

dxx

x

:إمجد قيسة(:39)سثة  

الحــــــ 



:السعنى ال ندسي للتكةس  السحدمد 

داله y = f ( x)نفرض أن  

a]سستسرة سعرفة في الفترة    , b] 

aرة نقسم الفت. كسة في الشك  السبين  , 

b  إلىn  ليست )سن ايقسةم

x0:بةلنقط( بةلضرمرة ستسةمية  ,x1, 

...xn

m1  M1

a                     b

Y

x0 x1 x2 xn-1 xn X

Put   x1 - x0 =  a x1 x2 - x1 =  a x2 xn - xn-1 =  axn 

 , x1مفى الفترةM1   , m1بةلرسن  x0  ,  x1نرسن يصغر مأكبر قيسه للدالة فى الفترة 

x2 بةلرسنM2 , m2 مفى الفترهxn-1 , xn  بةلرسنMn , mn متكمن السجسمعتين:



 1  x m =     x  m +...+  x  m +  x m =   Sn
n

1=i

iinn2211  

     2  x M =     x  M +...+  x  M +  x M =  
n

1=i

iinn2211  Sn

Sn

Sn كسة يسسى (  للتكةس  ) السجسمع ايدنى  Snيسسى السجسمع  

يسةمى سجسمع سسةحةت السستطيلات التثي يحثدهة Snمالسجسمع . السجسمع ايعلى 

السنحنى سن أعلى بينسة السجسمع 

.يسث  سجسمع سسةحةت السستطيلات التي تغطى السنحنى بأكسله



Y

x01 x1 2 x2 xn-1 n xn X

:ك  سن الفتراتفىنقطه إخترنةمإذا 

[x0 , x1] , [x2 , x1], [xn-1 ,  xn]

على الترتيب 1, 2, …nمسسينةهة  

حي الشك  السقةب فىكسة 

x0<1<x1,…

xn- 1   <n<xn

:نمجد قيسة الدالة عند النقط السختةرة أي

f(n ), .. f (1) ميكمن السجسمع:

         .   x  f =   x  f  +.......... +   x  f +  x  f = ii

n

1=i

nn2211   nS



    M      f    m iii  

 

           Sn  Sn      Snor                

 x M    x  f   x 
n

1=i

ii

n

1=i

ii
1

i



 


i

n

i

im 

[a , b]في الفترة  f (x)للدالة   Integral  sumيسسى هذا السجسمع بسجسمع التكةس  

xi-1]في الفترة    iمحي  أنه يية قيسه اختيةريه  , xi] ميكمن:

xIمك   :فإنه ينتج أن0 =

mi xi  f (i) xi  Mi xi

:نحص  على iمبةلجسع لجسيع قيم   



  x f

b

a



      x d  x f =    x   f  Lim

b

a

n

1=i

ii
0xmax  




ماعتبرنة اختيةرات سختلفة للنقط[a , b]نفرض أننة أجرينة عسليةت تقسيم سختلفة للفترة 

i محسبنة في ك  سره السجسمعf(i) xi مأخذنة ن ةية هذا السجسمع عندسةmax x 

 قةبله ممجدنة في جسيع الحةلات أن ن ةية السجسمع تكمن دائسة ماحده فإننة نقم  أن الدالة0

منسسى الن ةية الماحدة التي حصلنة علي ة التكةس  [a , b]في الفترة Integrableللتكةس   

:ميرسن له بةلرسن[a , b]في الفترة f(x)للدالة definite integrationالسحدمد 

:متكتب



Sn

 

    dx  x f  =    x M Lim

dx  x f =   x m max

b

a

n

1=i

ii
0xmax 

b

a

n

1=i

ii
0











x
Lim

ترة كسة تسسى الف, الن ةية العلية للتكةس  b,   الن ةية السفلي للتكةس   aيسسى العدد  

[a , b]  فترة التكةس   مالحرفx ستغير التكةس.

Snدنثثى السجسثثمع اي( فثثي التقسثثيسةت السختلفثثة للفتثثرة)سثثن الماضثثح أننثثة إذا اعتبرنثثة  

مالسجسمع ايعلى 

max x للتكةس  عندسة  فإن هذه السجةسيع تؤم  أيضة إلى نفس 0

.f(x)أي إلى التكةس  السحدد للداله Snالن ةية في السجةسيع 



f(x)مكةنت y = f(x)مإذا رسسنة سنحنى سمضمع التكةس   :فإن التكةس 0

 
b

a

f dx x 

 x = b  ,  x = aيسثةمى عثددية السسثةحة السحثددة بثةلسنحنى سثن أعلثى مالسسثتقيسين 

.xمسحمر   



(:تحمي  الستغير )تغيير ن ةيتى التكةس  أم 

. سبق أن عرفنة في التكةس  بةلتعميض بأنه يلنم في بعض التكةسلات الغير سحدمدة

التعميض عن ستغير التكةس  بستغير خخر ثم نعمد بعد إجراء التكةس  بمضع النةتج بدلالة 

ر لذلك يسكن تغيي, مكثيرا سة يكمن هذا التحمي  إلى الستغير ايصلي سعقدا . الستغير ايصلي

ي ن ةيتي التكةس  مذلك بةلتعميض عن قيستي ن ةيتى التكةس  اللتين يأخذهسة الستغير ايصل

:بةلقيستين السنةظرتين اللتين يأخذهسة الستغير الجديد كسة يظ ر ذلك سن السثة  التةلي

   
2

1

3

1
2  x  d     2+2x  + x 1+x = I

 

  4.873 =   5 10 
8

3
 =   u 

8

3
 =du       u = I 

10 =u for      2 =       x ,  5 =u for  1 =x 

dx   1+x 2 =du  ,              2+2x+ x=u    

3

4

3

4
10

5

3

4

2
13

110

5

2




























 

Put

:إحسب قيسة

الحـــ  



      dx   x f' - = dx x '

a

b


b

a

f

        

      







a

b

b

a

  x f  - =   b f - a f - =                    

 a f - b f =   x f = dx   x  

b

a

f

 
a

a

f     0 =dx     x  

:بعض الخما  ايسةسيه للتكةس  السحدمد 

:مضع ن ةيتي التكةس  السحدمد ك  سح  ايخير يغير إشةرته أى أن :أملا 

:البرهةن 

يكمن a  =  bمفى حةلة    



         dx   x f +  dx  x f =   dx   x  

b

€

€

a


b

a

f

      . )Const   =A   (           dx  x fA   =       dx   x fA  

b

a


b

a

:  يسكن تقسيم التكةس  السحدمد إلى أى عدد سن التكةسلات السحدمده فسثلا :ثةنية 

. تتحقق الستسةميه c   ,   b  ,   aيية أعداد   

:دد يسكن أخذ السعةس  الثةبت خةر  علاسة التكةس  السح:ثةلثة 

ت التكةس  السحدد لسجسمع جبري سن دما  ستعددة يسةمى السجسمع الجبري لتكةسلا:رابعة  

:  ففي حةلة دالتين يكمن ..... هذه الدما   

          dx   x g  + dx  x f = dx   x g + x f 

b

a

b

a


b

a



     1........................  dx   ) x ( f 2 =  dx x 

b

0




b

b

f

       2.............................. 0  =   dx    x 


b

b

f

(    b , b-) داله نمجيه سستسره فى الفتره   f ( x )إذا كةنت   :خةسسة 

:فإن

:داله فرديه فإن f ( x   )أسة إذا كةنت   

: الإثبةت 



- =  dxبإجراء التحمي    du   ,  x  =  -u نجد أن:

      

 

 

    .dx     )x - ( f +    ) x ( f =                  

. dx    ) x ( f +dx   )x - ( f =                  

 dx  ) x ( f +   dx  ) x ( f = dx x f 

 .dx    x- f =                  

 du u- f =  du  1- u- f = dx   x 

b

0

b

0

b

0

b

0

0

b-

b

b-

b

0

b

0

0

b-

0













b

f

f(x)أسثة إذا كةنثت ( 1) مبةلتثةلى نحصث  علثى  f(x) = f(-x)نمجيه يكمن f(x)فإذا كةنت 

(   .2) منحص  على f(-x) = -f(x)فرديه فإن 



     0  =dx   

1

1

3




 x






4

4

22

3

0 =   
xa

x

            
5

64
 =  

5

32 2
 =  

5

x
 2 =              

dx  x 2 = dx   

2

0

5

2

0

4

2

2

4














x

:أسثـــــــــــــله 

داله فرديه x3ين 

 ً :ين الداله فرديه أيضة

:داله نمجيهx4ين 



دتطبيقات على التكامل المحد-

-1مساحة الأشكال المستخدمة  :

مساحة الأشكال المستوية المحدودة : أولا
السيناتومحور بمنحنى

لإيجاد مساحة الأشكال المستوية المحدودة
بمنحنى

y = f(x) ومستقيمين السيناتومحور
x=a, x=bمتوازيين لمحور الصادات هما  

 نأخذ أي نقطة على المنحنى مثل(x,y)
وتعتبر جزءا من المساحة على شكل 

فتكون  xوعرضهyمستطيل طوله 
:المساحة بالتقريب هي

Y

(x , y)

a        x       b     XY

xys  .



 




 
bx

ax

b

a

x dxyxyS ..lim 0

 xfy 


b

a

dxxfS )(

تكون مساحة الشكل و

من معادلة المنحنى  xبدلالة yوبالتعويض عن 

:تنتج المساحة المطلوبة وهي



3

7

3

18

3

x
    

)(

2

1

3

2

1

2














  dxxdxxfA

b

a

Y

y = x2

A

1      2        X

(:  40)مثال 

بل احسب المساحة المظللة في الشكل المقا

والمحصورة بين 

 x = 1سن xومحور y = x2المنحنى 

, x = 2  

فإن Aإذا رمز المساحة المطلوبة بالرمز :الحـل



Y  

(x , y)

-2           x 2      X

(:41)مثال 

أوجد المساحة المحددة 

ومحور  y = 4-x2بالمنحنى 

السينات

:الحـل

المنحنى عبارة عن قطع مكافئ يقطع السينات في النقطتين

معلى ذلك فإذا اعتبرنة شريحة على . في سعةدلة السنحنىy =0مذلك بجع     2- , 2

تكمنAفإن سسةحته yمارتفةعه xشك  سستطي  قةعدته 

  xxxyA  .4. 2



:وتكون المساحة الكلية تحت المنحنى هي
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:محي  أن الدالة نمجية فإن السسةحة تحسب كسة يلي
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Yy    y = K

(x,y)                 

y K        y= L

L

X

ر إيجاد مساحة المنحنى المحدد بالمنحنى ومحو

الصادات

 = yإيجاد مساحة المنحنى المحدد بالمنحنى 

f(x) مسحمر الصةداتy 

 , y = Lومستقيمين موازيين لمحور السينات 

y = K  

A = x .yكما سبق نجد أن  

:متكمن السسةحة بةلتقريب هي

:وتكون المساحة المضبوطة هي
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(:42)مثال 

y3أوجد المسااحة المحاددة باالمنحنى 

= 4x  ومحاااااور الصاااااادات

 y = 1 , y = 4والمستقيمين 

:الحـل
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
b

a

dxy.

يشارة المساحة

يكمن سمجب (y. x)سمجبة فإن حةص  ضرب xإذا اعتبرنا إشارة 

إذا مقع السنحنى فمق سحمر السينةت م يكمن سةلب إذا مقع السنحنى تحت 

ويكون سالباGLKسمجبة ، FMGوعلى ذلك يكون الجزء .   محور السينات

M

F      (+)    G                 K

(-)

X                            

.هوتعيين الفرق بين المساحتين

ولإيجاد المساحة المحددة بالمنحنى ومحور السينات يجب تحديد نقطة 

.Kإلى Gمسن Gإلى Fثم نمجد السسةحتين سن Gالتقاطع 




b

a

dyx.

يكمن سمجب (x .y)سمجبة فإن حةص  ضرب yوكذلك إذا اعتبرنا إشارة  

إذا وقع المنحنى على يمين محور الصادات و يكون سالب إذا وقع المنحنى 

سةلبة ميكمنGLKسمجبة ، FMGوعلى ذلك يكون الجزء . على يساره

.  هو تعيين الفرق بين المساحتين

ثم نوجد  Gولإيجاد المساحة المحددة بالمنحنى ومحور الصادات يجب تحديد نقطة التقاطع 

المساحتين 

.ونضيف الناتج حسابيا بصرف النظر عن الإشارةKإلى Gومن Gإلى Fمن 
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(:43)مثال 

y = x3أوجد المساحة المحددة بالمنحنى  - 5 x2 + 6 xومحور السينات

:الحـل

نوجد أولا نقط تقاطع المنحنى مع محور السينات

3 xOR 2 xOR 0x
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.ك  على حدة ثم نجسع السسةحتين عددية4إلى 2مسن 2إلى 0نمجد السسةحة سن 
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0y , 03  y

(:44)مثال 

y3أوجد المساحة المحصورة بين المنحنى  = 5 x  ومحور

الصادات 

 y = 4 , y = -3والمستقيمين 

:الحـل

 x = 0نوجد نقط تقاطع المنحنى مع محور الصادات بوضع 



  y = 0 , y = -3نوجد المساحة المحددة بالمنحنى 

:ثم نجمعهما عدديا كما يليy = 0 , y = 4وكذلك المساحة من  
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