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 التمارين 

 16Log 8ب.         3Log 9: احسب   أ .    1السؤال  

   X = Log3 9 .أ

    3x = 9    ,    3x = 32   اذنا   x = 2  

 

  X = Log16 8     .ب

 

16x = 8     ,      16x = 23      ( 24 )x = 23     

 

4x = 3        اذنا    x = 3

4
 

 

a   Ln e        ( b     1)      : احسب 2السؤال  

81
 3Log     

 

 Ln e (أ

X = Ln e = Loge e 

ex = e  ,   ex = e1 

  x = 1اذنا                                                    

 Ln e = 1اذنا                                              

𝐿𝑜𝑔3 (ب
1

81
                 

𝑥 =  𝐿𝑜𝑔3  
1

81
  

3𝑥 =  
1

81
=  

1

34
=  3−4  

 x = -4اذنا                       

𝐿𝑜𝑔3اذنا                                                 
1

81
=  −4 
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 لأي قاعدة   Log 2 , Log 3 , Log 5بشكل   Log 30  :  اكتب  3السؤال  

 

 

  

 لأي قاعدة   Log 2 , Log 3 , Log 5بشكل   Log 450: اكتب   4السؤال  

        

 

   Log 64 – Log128 + Log 32: بسط :  5السؤال  

 

 

 

 اذنا 

 اذنا 
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: احسب :     6السؤال  
𝐿𝑜𝑔 25−𝐿𝑜𝑔 125+ 

1

2
 𝐿𝑜𝑔 625

3 Log 5
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 تمارين اضافية :  

حل :   -1
3+ Log7x

2− Log7x
= 4        ,   x > 0   

 
 

حل :    -2
5+𝐿𝑜𝑔 𝑋

3−Log X
= 3        ,       x > 0   
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   Log ( x + 5 ) – Log ( x – 1 ) = 1 – Log 2حل :    -3

 
 

   Log ( x + 2 ) + Log ( x – 7 ) = 2 Log ( x – 4 )حل :    -4

 

  
 

 

 

 

 

 

 

Log 2 
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   Log 5x + Log ( x + 3 ) = 1 + 2 Log ( 3 – x )حل :    -5

 
   Log ( 1 + x ) – Log ( 1 – x ) = Log ( x + 3 ) – Log ( 4 –x )حل :    -6
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𝐿𝑜𝑔4(x2حل :   -7 −  9) − Log4( x + 3) = 3 

 

𝐿𝑜𝑔 √𝑥حل :    -8 + 4 −  𝐿𝑜𝑔√𝑥 − 4 = 𝐿𝑜𝑔 12 − 𝐿𝑜𝑔 4 
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حل :   -9
𝐿𝑛 𝑥𝜋− 1

Ln x+1 
= 1 

 

 

𝐿𝑜𝑔𝑥16حل :   -10 −  
1

2
=  𝐿𝑜𝑔𝑥 8 
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𝐿𝑜𝑔حل :   -11
1

𝑥2
+  𝐿𝑜𝑔

1

𝑥
+  𝐿𝑜𝑔 𝑥 + 𝐿𝑜𝑔 𝑥2 +  𝐿𝑜𝑔 𝑋3 = 6 

 

حل :   -12
1

2
 𝐿𝑜𝑔 

𝑥7

100
+  𝐿𝑜𝑔 

100

𝑥2 −  𝐿𝑜𝑔 𝑥 = 0    
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 لأي قاعدة :  Log 5و   Log 2 ,  Log 3اكتب اللوغاريتم التالي بصيغة  -13

𝐿𝑜𝑔 (
8 × √5

4

81
) 

= Log 8 + Log √5
4

 - Log 81  

 5
1

4 −  𝐿𝑜𝑔 34+ Log  3= Log 2 

4 Log 3  –Log 5  
1

4
= 3 Log 2 +  
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[1] 
 

 
 

 حسابات التفاضل و التكامل 

 مقدمة في التفاضل و التكامل :

حسابات التفاضل و التكامل هو فرع من الرياضيات يتضمن التعامل مع الدوال 

 المتغيرة باستمرار . 

 حسابات التفاضل و التكامل هو موضوع ينقسم الى قسمين :

 حساب التفاضل ) المشتقة ( .1

 حساب التكامل ) التكامل (  .2

استخدام المشتقات في الحسابات التي تتضمن تغير السرعة و التسارع و القيم يتم 

 .  حنياتالقصوى و الدنيا للمن

  y = 3x2 + 2x – 5في معادلة مثل : 

  y = f(x)و يمكن كتابتها :  xهي دالة ل  yيقال أن 

 تساوي صفر مشتقة الثابت : -1

y = c   أوf(x) = c , 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑐) 

        y = 5:   1مثال      

𝑦′ =ؘ 0, 𝑓(ؘ𝑥) = 0 ,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

2- 𝑦 = 𝑥𝑛 أو 𝑓(𝑥) =  𝑥𝑛 اذا   

  𝑦′ =ؘ 𝑛 𝑥𝑛−1   𝑓 ؘ′( 𝑥 ) = 𝑛 𝑥𝑛−1 اذنا 

   y = x5:  2مثال      

𝑦 ؘ′ = 5 𝑥4 
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[2] 
 

 

 

3- 𝑦 = 𝑎𝑥𝑛 ,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑎𝑛𝑥𝑛−1 أو  𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑛 

𝑓(ؘ𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛−1 لذلك   

   y= 3x2:  3مثال 

dy

dx
= 6x اذنا y = 3x2  

  f ( x ) = 3x2أو 

f ؘ′( x ) = 6x اذنا  f ( x ) = 3x2 

  a) y = 5 x7      b) 3√𝑥:  4مثال 

 

 

 

 

 

 مع مقارنة 

 نجد أن
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[3] 
 

 

 

𝑦: ايجاد معامل التفاضل ل  5مثال  =  
2

5
 𝑥3 − 

4

𝑥3 +  4√𝑥5 +  7  : 

 

 

𝑦: اشتق  6مثال  =  
( 𝑥+2 )2

𝑥
  : 
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[4] 
 

 

 

قابلان للاشتقاق  f – gو  f + gفإن  xقابلين للاشتقاق عند  gو  fاذا كان  -4

 أيضا : 

dy

dx
 [𝑓(𝑥) +  𝑔(𝑥)] =  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
[𝑓(𝑥)] +

𝑑𝑦

𝑑𝑥
[𝑔(𝑥)] 

dy

dx
 [𝑓(𝑥) −  𝑔(𝑥)] =  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
[𝑓(𝑥)] −

𝑑𝑦

𝑑𝑥
[𝑔(𝑥)] 

 :  7مثال 

dy

dx
[𝑥4 + x2] =  

dy

dx
[x4] +

dy

dx
[x2] = 4x3 + 2x 

:  8مثال 
dy

dx
[3𝑥8 − 2x5 + 6x + 1] 

=  
dy

dx
[3x8] −

dy

dx
[2x5] +

dy

dx
[6x] +

dy

dx
[1] 

 

= 24x7 – 10x4 + 6 +0  

= 24x7 – 10x4 + 6 

 عندما يكون  y = 3x2 – 7x +2النقطة على المنحني  تإحداثيا: احسب  9مثال 

 :  1-الميل يساوي 

y = 3x2 – 7x +2  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 6𝑥 − 7 =   الانحدار 1− 

  x = 1اذا 
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[5] 
 

 

y= 3(1)2 – 7(1) +2 = -2  

  ( 2- , 1)عند النقطة  1-فاذنا الميل 

قابلان  f.gفإن الضرب  xقابلان للاشتقاق عند  gو  fاذا كان  قاعدة الضرب : -5

 :  xللاشتقاق أيضا عند 

  
dy

dx
 [𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)] = 𝑓(𝑥).

𝑑𝑦

𝑑𝑥
[𝑔(𝑥)] + 𝑔(𝑥).

𝑑𝑦

𝑑𝑥
[𝑓(𝑥)] 

 قانون الضرب يمكن أن يكتب بصيغة : 

( f. g) ؘ′ = f. g ؘ′ + g. f ؘ′ 

  y = ( 2x2 + 1 ) ( 4x3 + x2 ):  10مثال 

dy

dx
= (2𝑥2 + 1)( 12𝑥2 + 2𝑥) + (4𝑥3 + 𝑥2)(4𝑥) 

= 24x2 + 12x2 + 2x + 16x4 + 14x3  

= 40x4 +8x3 + 12x2 + 2x 

تكون  g(x)و  xقابلان للاشتقاق عند  gو  fاذا كانت  قاعدة القسمة : -6
𝑓

g
قابلة  

 :  xللاشتقاق عند 

dy

dx
[
𝑓(𝑥)

g(x)
] =

g(x)
dy
dx

[f(x)] − f(x)
dy
dx

[g(x)]

[g(x)]2
 

 قانون القسمة يمكن أن يكتب : 

(
𝑓

𝑔
) ′ =  

𝑔. 𝑓′ −ؘ 𝑓. 𝑔′ؘ

𝑔2
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[6] 
 

 

𝑦:  11مثال  =  
𝑥−1

𝑥2  : 

dy

dx
=

𝑥2(1) − (x − 1)(2x)

(x2)2
 

=  
𝑥2 −  2𝑥2 +  2𝑥

𝑥4
 

−𝑥2 + 2𝑥

𝑥4
=  

𝑥(−𝑥 + 2)

𝑥4
=

2 − 𝑥

𝑥3
 

  لمراتب علياالتفاضل 

الأولي على النحو  التفاضليتم كتابة معامل  xبالنسبة الى  yعندما يكون تفاضل دالة 

 التالي : 

dy

dx
 𝑓′(ؘ𝑥) أو 

 على معامل التفاضل الثاني و كتابته :  الحصولاذا تم اشتقاق التعبير مرة أخرى يتم 

𝑓"(𝑥) أو 
𝑑𝑦2

𝑑𝑥2
 

 من خلال التفاضل المتتالي يتم الحصول على مشتقات أعلى مثل : 

dy3

dx3
 و 

dy4

dx4
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[7] 
 

 

 

 :  f"(x)جد   f(x) = 2x5 – 4x3 + 3x -5: اذا  1مثال 

 

 :  "yجد   y = cos x – sin x: اذا  2مثال 

y= cos x – sin x 

y'= - sinx – cos x 

y"= - cos x + sin x 

 جد   y = 3x4 + 2x3 – 3x +2: اذا  3مثال 
dy3

dx3  و 
dy2

dx2  : 

y = 3x4 + 2x3 – 3x +2 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 12𝑥3 + 6𝑥2 − 3 

𝑑𝑦2

𝑑𝑥2
= 36𝑥2 + 12𝑥 

𝑑𝑦3

𝑑𝑥3
= 72𝑥 + 12 
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[8] 
 

 

 

 أثبت أن y = 2x e-3x : اذا 4مثال 
dy2

dx2 +  6
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+  9𝑦 = 0  : 

 

 

 

 بتعويض القيم في 
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[1] 
 

 

   معادلة المماس والعمود

 : المماس

 تعطى :  ( x1 , y1 )في النقطة  y = f(x)معادلة المماس للمنحني 

y – y1 = m ( x – x1) 

 يساوي : x1 , y1 )حيث أن ميل المنحني في النقطة )

m = 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

  : ( 2- , 1 )في النقطة  y = x2 – x – 2: جد معادلة المماس للمنحني  1المسألة 

 

هو مماس المنحني في  ABالموضح في الشكل الخط  y = x2 – x – 2في مخطط الدالة 

 .  y = x – 3و معادلة المماس لهذا الخط هي  ( 2- , 1 )اذنا  Cالنقطة 

 :  العمود

عند أي نقطة على المنحنى هو الخط الذي يمر بالنقطة ويكون متعامدا مع المماس  العمود

هو العمودي. يوضح المخطط اذا  CDعند هذه النقطة, لذلك في المخطط السابق الخط 

هو ميل المماس  m. لذلك اذا كان  1-في زاوية قائمة يكون الميل لهما هو كان خطان 

− )يكون ميل العمودي هو 
1

𝑚
هي : ( x1 , y1 )في النقطة  اذنا معادلة العمود. ( 
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  : ( 2- , 1 )في النقطة  y = x2 – x – 2 للمنحني معادلة العمود: جد  2المسألة 

 

 تمارين : 

 عطاة : للمنحنيات التالية عند النقاط المبالنسبة 

 . أوجد معادلة العمود. 2       \     أوجد معادلة المماس. .1

1-      y = 3x
2
 – 2x  ( 8 , 2 )في النقطة  : 

 = m عندما 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 = 6x -2              x = 2            

m = 6 ( 2 ) – 2 = 10  

 معادلة المماس : 

y – y1 = m ( x – x1 )  

y – 8 = 10 ( x – 2 ) 

y – 8 = 10x – 12  

 :  معادلة العمود

y – y1 = - 
1

𝑚
 ( x – x1 )  

y – 8 = - 
1

10
 ( x – 2 ) 

 - = y – 8   10في نضرب 
1

10
x + 

1

5
 

10y – 80 = - x + 2  

10y + x = 82  
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2-     y = 
1

𝑥
 , 3 )في النقطة ,    

1

3
 )  : 

 = m عندما 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 = 

𝑑

𝑑𝑥
 (𝑥−1) = -1x-2 = −

1

𝑥2         x = 3 

m = - 
1

9
  

 معادلة المماس : 

y – y1 = m ( x – x1 )  

y - 
1

3
 = - 

1

9
 ( x – 3 )  

9y – 3 = - x + 3  

9y + x = 6  

 معادلة العمودي : 

y – y1 = - 
1

𝑚
 ( x – x1 )  

y – 
1

3
 = - 

1

− 
1

9

 ( x – 3 )  

 – y 3نضرب في  
1

3
 = 9x – 27  

3y – 1 = 27x – 81  

3y = 27x – 80  
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 اشتقاق الدوال المثلثية 

 

      y = sin ( ax + b )      y' =  a cos ( ax + b ) 

   

      y = cos ( ax + b )      y' = - a cos ( ax + b ) 

 

 

 

 

 ثابتان  a , bحيث أن 

 

 ثابتان  a , bحيث أن 
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 :  f = x2.tanxاذا  f'(x): جد  1المسألة 

f′(𝑥) =  𝑥2.
𝑑𝑦

𝑑𝑥
[𝑡𝑎𝑛𝑥] + 𝑡𝑎𝑛𝑥.

𝑑𝑦

𝑑𝑥
[𝑥2] 

= x2.sec2x + 2x.tanx  

: جد  2المسألة 
dy

dx
 = yاذا  

sinx 

1+cosx
 :  

dy

dx
=  

( 1 + cosx )
dy
dx

[sinx] −  sinx 
dy
dx

[1 + cosx]

( 1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥 )2
 

=  
( 1 + cosx )( cosx )–  sinx ( −sinx )

( 1 + cosx )2
 

=  
cosx + cos2x + sin2x

( 1 + cosx )2
=

cosx + 1

( 1 + cosx )2
=

1

1 + cosx
 

جد :  3المسألة 
𝑑𝑦

dθ
و  

𝑑𝑦

dt
 : 

1- y = 2 sin 5θ             

2- f(t) = 3 cos 2t          

1. 
𝑑𝑦

𝑑𝜃
 = (2)(5) cos(5) = 10 cos(5θ) 

2. f(t) = 3 cos 2t  

f'(t) = (3)(2) sin 2t = -6 sin 2t  
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 :  y = 7 sin 2x – 3 cos 4xأوجد معامل الاشتقاق للدالة :  4المسألة 

 

 : قم باشتقاق الدوال التالية بالنسبة للمتغير :  5المسألة 

1- f(𝜃) = 5sin ( 100π𝜃 - 0.40 )        

 
2- f(t) = 2 cos (5t + 0.20 ) 5           
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 اشتقاق الدوال اللوغاريتمية 

1) 
𝑑

𝑑𝑥
[𝐿𝑜𝑔𝑏𝑢] =

1

𝑢 𝐿𝑛𝑏
 .

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

2) 
𝑑

𝑑𝑥
[𝐿𝑛 𝑢] =

1

𝑢 
 .

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

: جد  1مثال 
𝑑

𝑑𝑥
[𝐿𝑛(𝑥2 + 1)]  : 

=
1

x2 + 1
 .

d

dx
[x2 + 1] =

1

x2 + 1
 .2x =  

2x

x2 + 1
  

: جد  2مثال 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 :  y = Ln xاذا  

dy

dx
=  

𝑑

𝑑𝑥
[𝐿𝑛 𝑥] =  

1

𝑥
 .

𝑑

𝑑𝑥
[𝑥] =

1

𝑥
 

 :   y = Ln x2اذا  'y: جد  3مثال 

Y = 2 Ln x  

𝑦′ = 2 .
1

𝑥
=  

2

𝑥
 

: جد  4مثال 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 :   y = Ln ( x2 – 2x + 3 )اذا  

𝑦′ =  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
[𝐿𝑛 ( 𝑥2 −  2𝑥 + 3 )] 

=
1

𝑥2 −  2𝑥 + 3
 .

𝑑

𝑑𝑥
 [𝑥2 −  2𝑥 + 3] 

=
1

𝑥2 −  2𝑥 + 3
 . ( 2𝑥 − 2 ) 

=
2𝑥 − 2

𝑥2 −  2𝑥 + 3
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 :   y = Ln ( x – 1 ) ( x + 1 ):  5مثال 

= Ln ( x – 1 ) + Ln ( x + 1 )  

𝑦′ =
1

𝑥 − 1
+ 

1

𝑥 + 1
 

=
𝑥 + 1 + 𝑥 − 1

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1 )
=  

2𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)
 

  Ln AB = Ln A + Ln Bملاحظة : 

𝑦:  6مثال  =  
𝑥2−1

𝑥3+3
  : 

Y = Ln ( x2 – 1 ) – Ln ( x3 + 3 ) 

𝑦′ =
2𝑥

𝑥2 − 1
− 

3𝑥3

𝑥3 + 3
 

 )Lnملاحظة : 
𝐴

𝐵
 )= Ln A – Ln B  

 :   y = Ln ( 5x + 4 )-3:  7مثال 

Y = -3 Ln ( 5x + 4 ) 

𝑦′ =
−3

5𝑥 + 4
 .5 =  

− 15

5𝑥 + 4
 

y = Log8 ( x:  8مثال 
2 + 2x + 3 )   : 

𝑦′ =
1

( x2 +  2x +  3 )Ln8
 . ( 2𝑥 + 2 )  

𝑦′ =
2 ( 𝑥 + 1 )

( 𝑥 + 1 )( 𝑥 + 2)𝐿𝑛 23
 =  

2

3 𝐿𝑛 2 ( 𝑥 + 2 )
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 :   y = Ln sin ( 2x2 ):  9مثال 

𝑦′ =
1

sin( 2x2)
 . cos( 2x2). 4x = 4x cot( 2x2)  

 الى لوغاريتم طبيعي :  Logauملاحظة : قانون لتحويل 

Logau = 
𝐿𝑛 𝑢

𝐿𝑛 𝑎
 

 :  Log5 25جد  -1

Log5 25 =
Ln 25

Ln 5
=  

Ln 52

Ln 5
=  

2 Ln 5

Ln 5
=  2 

 :   Log2 8جد  -2

Log2 8 =
Ln 8

Ln 2
=  

Ln 23

Ln 2
=  

3 Ln 2

Ln 2
= 3 

 :   Log5 25 + Log2 32 = 7أثبت  -3

Ln 25

Ln 5
+  

Ln 32

Ln 2
= 7 

Ln 52

Ln 5
+  

Ln 25

Ln 2
= 7 

2 Ln 5

Ln 5
+  

5 Ln 2

Ln 2
= 7 

2 + 5 = 7 
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 اشتقاق الدوال الأسية 

و  exيشار إليها ب   Ln xالمقلوب ) الدالة العكسية ( للدالة اللوغاريتمية الطبيعية 

 تعرف بالدالة الأسية الطبيعية : 

 Ln e = 1 

 Ln ex = x Ln e = x 

 و مشتقتها هي :  ( ∞- , ∞+ )قابلة للاشتقاق على  exالدالة الاسية الطبيعية 

 
𝑑

𝑑𝑥
=  [𝑒𝑥] =  𝑒𝑥 

 
𝑑

𝑑𝑥
=  [𝐿𝑛𝑥] =  

1

𝑥
  

 
𝑑

𝑑𝑥
=  [

1
1

𝑒𝑥

] =  𝑒𝑥 

 القوانين : 

 
𝑑

𝑑𝑥
[𝑏𝑢] =  𝑏𝑢 𝐿𝑛 𝑏 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 
𝑑

𝑑𝑥
[𝑒𝑢] =  𝑒𝑢 .

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 لذلك : Ln e = 1يكون  b = eفي حالة خاصة عندما  : ملاحظة

𝑑

𝑑𝑥
=  [𝑒𝑥] =  𝑒𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
[𝑒𝑥] =  𝑒𝑥 𝐿𝑛 𝑒 =  𝑒𝑥. 1 =  𝑒𝑥 
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[5] 
 

 

 : 1مثال 
d

dx
[πx] =  πx Ln π  

 : 2مثال 
d

dx
[2sin x] = 2sin x. Ln 2 .

d

dx
 (sin x )  

                                                  = 2sinx . ln2 (cos x) 

 : 3مثال 
d

dx
[e−2x] = e−2x.

d

dx
 (−2x ) =  −2e−2x  

 : 4مثال 
d

dx
[ex3

] = ex3
.

d

dx
 (x3 ) =  3x2ex3

  

: جد  5مثال 
d

dx
  ,   y = x3 . ex    : 

d

dx
 = x3 . ex  + 3x2 . ex = ex ( x3 + 3x2 ) = x2 ex ( x + 3 ) 

: جد  6مثال 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
    ,     𝑦 =

𝑒𝑥− 𝑒−𝑥

𝑒𝑥+ 𝑒−𝑥  : 

dy

dx
=  

(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)(𝑒𝑥 +  𝑒−𝑥) −  (𝑒𝑥 −  𝑒−𝑥)(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥) 

(𝑒𝑥 +  𝑒−𝑥)2
 

dy

dx
=  

𝑒2𝑥 +  1 + 1 +  𝑒−2𝑥 − [𝑒2𝑥 −  1 − 1 + 𝑒−2𝑥 ]

(𝑒𝑥 +  𝑒−𝑥)2
 

dy

dx
=  

𝑒2𝑥 + 2 +  𝑒−2𝑥 − 𝑒2𝑥 + 2 − 𝑒−2𝑥

(𝑒𝑥 +  𝑒−𝑥)2
 

dy

dx
=  

4

(𝑒𝑥 +  𝑒−𝑥)2
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𝑦:  7مثال  =  𝑒𝑥 tan 𝑥  : 

dy

dx
=  𝑒𝑥 tan 𝑥.

𝑑

𝑑𝑥
 ( 𝑥 tan 𝑥 ) 

=  𝑒𝑥 tan 𝑥. [𝑥. 𝑠𝑒𝑐2𝑥 +  𝑡𝑎𝑛𝑥 ] 

 :  y = Ln ( 1 – xe-x ):  8مثال 

dy

dx
=  

1

( 1 − 𝑥𝑒−𝑥)
 .

𝑑

𝑑𝑥
( 1 − 𝑥𝑒−𝑥) 

 

 

 



2025-2024والبحث العلمي                                                                                 العام الدراسي:وزارة التعليم العالي   

ل جامعة الموصل                                                                                                       الفصل الاو  
عة والغابات                                                                                                المادة: الرياضياتكلية الزرا  

 

[1] 
 

 

  التعجيلالسرعة و  تفاضل

 :  التعجيلالسرعة و 

ة على خط مستقيم، إذا كانت ثاني tمترًا في زمن   xعندما تتحرك سيارة مسافة

ة السرع
𝑥

𝑡
  𝑚 𝑠⁄v =  ،(. 1) الشكل فإن ميل منحنى المسافة/الزمن كما هو موضح في 

إذا كانت سرعة السيارة غير ثابتة، فإن منحنى المسافة/الزمن لن يكون خطًا مستقيمًا، 

 (. 2)وقد يظهر كما هو موضح في الشكل 

 

 

 

 

 

 

 

 السرعة المتوسطة :  

تعطى  𝛿𝑥 والمسافة 𝛿𝑡 تحُسب السرعة المتوسطة على مدى صغير من الزمن

 :أن السرعة المتوسطة على الزمن تساوي أي ،في الشكل ABميل الوترب

𝛿𝑥

𝛿𝑡
 v = 

 

لتالي ، وباA عند النقطة  مماسًا للمنحنى  AB، يصبح الوتر0تساوي  𝛿𝑡عندما 

 ة :تعُطى السرعة بالعلاق

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 v = 

(  1)الشكل  (  2)الشكل    
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 التعجيل : 

ف  على أنه معدل تغيرّ السرعة، أي منحنى " السيارة  a"تسارع يعُرَّ

و  vهي التغير في 𝛿𝑣  (. إذا كانت3موضح في الشكل )السرعة/الزمن كما هو 

𝛿𝑡 فإننزمال التغير المقابل في ،: 
𝛿𝑣

𝛿𝑡
a =   

، وبالتالي c عند النقطة  مماسًا للمنحنى  CD، يصبح الوتر0تساوي  𝛿𝑡عندما 

 :يعُطى التسارع بالعلاقة
𝑑𝑣

𝑑𝑡
a =  

 

 ملخص : 

 : ثانية، فإن  tمترًا خلال زمن   xإذا تحرك جسم مسافة 

  x = f(t)المسافة :  .1

𝑣أو   v = f'(t):  السرعة .2 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
  

𝑎أو  a = f"(t)التسارع :  .3 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2  

 

 

 

 

(3)الشكل   
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 :ثانية معطاة بالمعادلة  tبالأمتار التي تتحركها سيارة خلال  xالمسافة :1المسألة 

X = 3t2 – 2t2 + 4t – 1  

 :احسب السرعة والتسارع خلال

  t = 1.5sب(       t = 0 أ(

 

 :الحل

 المسافة  :     (m)    1 –+ 4t  22t – 3x = 3t   

 السرعة : s)   /(m    4t + 4 - 29t=  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 v =     

 2(  :  التسارعs/(m       4 –= 18t  𝑎 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2  

 

   = 0t:      أ( عندما

s/4(0) + 4 = 4 m – 2= 9(0) v 

 2s/4 m -4 =  –= 18(0) a 

 

    = t    1.5: عندما ب(

s\4(1.5) + 4 = 18.25 m – 2= 9(1.5) v 

 2s/4 = 23 m –= 18(1.5) a 
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[4] 
 

 

 
 

ثانية بعد ضغط المكابح   tبالأمتار التي تقطعها مركبة خلال  xالمسافة :2المسألة 

 : معطاة بالمعادلة

5

3
 𝑡2 -X = 20t  

 : احسب

 .( عند لحظة ضغط المكابح𝐾𝑚/ℎأ( سرعة المركبة )

  .ب( المسافة التي تقطعها المركبة قبل أن تتوقف

 الحل : 

 المسافة :        
5

3
 𝑡2 -X = 20t   

 السرعة       :𝑣 =
𝑑𝑡

𝑑𝑡
= 20 −  

10

3
 𝑡  

  :( لحظة ضغط المكابح)   t = 0أ( عندما

v = 20 - 
10

3
 ( 0 ) = 20 m/s  

 :بتحويل الوحدة

20 ×  60 ×  60

1000
= 72 𝐾𝑚/ℎ 

 : تكون السرعة صفرًا ب( عندما تتوقف السيارة،

v = 20 - 
10

3
𝑡 = 0 

20 = 
10

3
𝑡    ,    t = 6 sec 

 :المسافة التي تقطعها المركبة قبل التوقف
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[5] 
 

 
5

3
 𝑡2 = 20(6) −

5

3
 (6)2  -= 20t  x 

60 = 60 m  –= 120  
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 الانقلابنقاط 

، Qو P إلى سالب بين و Pو O (، يتغير ميل المنحنى من موجب بين1في الشكل )

 .  Rو Q ثم يعود إلى موجب بين

  

 

 

 

 

 

، يتغير ميل المنحنى من موجب  X ، يكون الميل صفرًا، ومع زيادة P عند النقطة

  .العليابنقطة الحد إلى سالب بعدها. تعُرف هذه النقطة   Pقبل النقطة

، يتغير ميل المنحنى من  X ، يكون الميل أيضًا صفرًا، ومع زيادة Q عند النقطة

  .الادنىبنقطة الحد إلى موجب بعدها. تعُرف هذه النقطة   Qسالب قبل النقطة

  . انقلابنقاط يمكن أن تكون  Qو P النقاط مثل

حيث الميل  أو أدنى واضح لمنحنى لا يحتوي على حد أقصىنقطة تحول  يمكن وجود

 نقطة انعطافتعرف باسم هذه النقطة المميزة ب و في الجهتين يساوي نفس القيمة

 .  (2) كما في الشكل

   

(1الشكل )  

(2الشكل)  
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 .بالنقاط الثابتةنقاط الحد الأقصى والحد الأدنى تعُرف أيضًا  :ملحوظة

 :إجراءات إيجاد وتمييز النقاط الثابتة

 ، حدد f(x) =y بالنظر إلى الدالة .1
dy

dx
  

  0 = اجعل .2
dy

dx
 . xم واحسب قي 

هذا يحدد و y- لإيجاد قيم = f(x)  yفي المعادلة الأصلية  xعوّض بقيم .3

 . إحداثيات النقاط الثابتة

 احسب المشتقة الثانية .4
d2y

dx2 وض بقيموع x التي تم العثور عليها في الخطوة 

 الثانية.  

 .أدنى إذا كانت النتيجة موجبة: النقطة حد  •

 .علىإذا كانت النتيجة سالبة: النقطة حد أ  •

 .إذا كانت النتيجة صفرًا: النقطة هي نقطة انعطاف  •

 

حدد إشارة الميل )المشتقة الأولى( قبل وبعد النقاط الثابتة. إذا تغيرّت الإشارة  .5

 :كما يلي

 .من موجب إلى سالب: النقطة حد أقصى  •

 .دنىمن سالب إلى موجب: النقطة حد أ  •

 .من موجب إلى موجب أو من سالب إلى سالب: النقطة نقطة انعطاف  •
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ميل المنحى  فحص اشارةو  y = 3x2 – 6x: جد نقط تحول لمنحنى الدالة  1مثال 

  للطرفين :

y = 3x2 – 6x  

    
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 6𝑥 − 6             

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

6x - 6 = 0     

     x = 1  

 (    3- , 1 هي ) الانقلابنقطة  ⸫

  x = 0.9اذا كان 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 6(0.9) −  6 =   سالب      0.6− 

  x = 1.1اذا كان 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 6(1.1) −  6 =  موجب     0.6

 ( هي نقطة الحد الأدنى 3- , 1 النقطة ) ⸫
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  y = x3 – 3x +5و نقطة الحد الأدني لمنحي الدالة  علىجد نقطة الحد الأ:  2مثال 

 . الانقلابأ( فحص اشارة الميل على جانبي نقاط 

 ب( تحديد اشارة المشتقة الثانية .

y = x3 – 3x +5 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3𝑥2 − 3 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

3x2 – 3 = 0  

3x2 = 3 

X = ± 1 

X = 1   ,    y = 13 – 3(1) +5 = 3 

X = -1   ,    y = (-1)3 – 3(-1) +5 = 7 

 . الانقلاب( هي احداثيات لنقطة 7 , 1- ( و )  3 , 1)  ⸫

  x = 0.9أ( اذا 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3(0.9)2 −  سالب      3

   x = 1.1اذا 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3(1.1)2 −  موجب      3
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 ( 7 , 1-( هي نقطة الحد الادنى لنقطة ) 3- , 1النقطة )  ⸫

 

   x = -1.1اذا 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3(−1.1)2 −  موجب      3

  x = -0.9اذا 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3(−0.9)2 −  سالب      3

( هي نقطة الحد  7 , 1-الاشارة تغيرت من موجب الى السالب فان النقطة )  ⸫

 الأقصى . 

ب( 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3𝑥2 − 3 

   
d2y

dx2 = 6x  

x = 1  

موجب     
d2y

dx2  

 ( هي الحد الأدنى  3 , 1) ⸫

x = -1  

سالب   
d2y

dx2  

 ( هي الحد الأقصى  7 , 1-) ⸫
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 علىلدالة المنحني التالي و حدد ما اذا كانت نقطة الحد الأ الانقلابحدد نفطة  3مثال 

  : y = 4ө + e-ө أو الحد الأدنى  

y = 4ө + e-ө   

dy

dx
= 4 −  𝑒−𝜃 = 0 

4 = e-ө 

eө = 
1

4
 

 = Ln 
1

4
 = - 1.3863ө  

𝑦 = 4(−1.3863) − 𝑒—1.3863 =  −5.5452 + 4.0000  

= -1.5452 

  الانقلاب( هي نقطة  1.5452- , 1.3863-)  ⸫

 ө-= e 
d2y

dx2 

  ө  =-   1.3863عندما 

 e =1.3863     4.0 =موجب 
d2y

dx2 

 ( هي نقطة حد الأدنى  1.5452- , 1.3863-)  ⸫
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 x = 0في مدى y = 4 sin x – 3 cos x : حدد نقطة التحول لدالة المنحني  4مثال 

 ( و ميز بين هذه النقاط . ) بالتقدير الدائري   x = 2πالى 
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 :  y = 2x - exو ميز بينهم للدالة  الانقلابجد نقاط  : 5مثال 

dy

dx
 = 2 – ex  

2 – ex = 0 

2 = ex  

Ln 2 = Ln ex  

Ln 2 = x Ln e 

Ln 2 = x 

⸫ x = 0.693 

y = 2x – ex  

y = 2(0.693) – e0.693 

= 1.386 – 2  

= - 0.614  

 (  0.614 - , 0.693هي )  الانقلابنقطة  ⸫

d2y

dx2
=  −ex 

= -e0.693 = -2 سالب 

 .  الاعلى( هي حد  0.614- , 0.693النقطة ) 
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 : y = 5x – 2 Ln x: جد نقاط التحول و ميز بينهم للدالة  6مثال 

dy

dx
 = 5 - 

2

𝑥
 = 0 

5 = 
2

𝑥
 

x = 
2

5
 = 0.4 

y = 5 (0.4) – 2 Ln (0.4) 

= 2 + 1.83 = 3.83  

  الانقلاب( هي نقطة   3.83 , 0.4)  ⸫

d2y

dx2
= 5 − 2𝑥−1 = 2𝑥−1−1 = 2𝑥−2 =  

2

𝑥2
 

   x = 0.4اذا كان 

d2y

dx2
=  

2

(0.4)2
=  موجب

 ( هي نقطة الحد الأدنى .  3.83 , 0.4) النقطة  ⸫
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من المخطط التالي  علىحدد احداثيات كل من نقطة الحد الأدنى و الحد الأ:  7مثال 

 = yللدالة 
𝑥3

3
− 

𝑥2

2
−  6𝑥 + 

5

3
 و ميز بينهم ثم ارسم المخطط :  
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التكامل  حسابات  

 التكاملات القياسية :

 عملية التكامل : 

 فإن     f(x) = 2x2 اذا كانت التفاضلعملية التفاضل. في  عملية التكامل تعكس

f'(x) = 4x 4 و بالتالي, فإن تكاملx  2هوx2  . 

∫بالتالي فإنو 4𝑥 . 𝑑𝑥   4يعني تكاملx  بالنسبة إلىx  و ,∫ 2𝑡 . 𝑑𝑡   يعني تكامل

 .  tبالنسبة الى 

 الى النتيجة, وبالتالي :  cعند تنفيذ عملية التكامل يتم اضافة ثابت 

∫ 4𝑥 . 𝑑𝑥 = 2𝑥2 + 𝑐 و ∫ 2𝑡 . 𝑑𝑡 =  t2 +  c 

 . الثابت العشوائي للتكامل اسم c حيث يطلق على 

 هو :  axnالحل العام للتكاملات من الشكل 

∫ 𝑎𝑥𝑛 . 𝑑𝑥  

 ثابتان و صيغة التكامل لهذا الشكل :  nو  aحيث أن 

∫ 𝑎𝑥𝑛 . 𝑑𝑥 =  
𝑎𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
+  𝑐  

 

 

 

 

 



2025-2024اسي:وزارة التعليم العالي والبحث العلمي                                                                                 العام الدر  

فصل الاول جامعة الموصل                                                                                                       ال  
الرياضياتكلية الزراعة والغابات                                                                                                المادة:   

 

[2] 
 

 

 التكاملات القياسية : 
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∫: جد  1المسألة  5x2. dx  : 

 

 : باستخدام القوانين المعطاة أجد :  2المسألة 

1)  ∫
2

𝑥2
 . 𝑑𝑥 =  ∫ 2𝑥−2 𝑑𝑥 =  

2𝑥−2+1

−2 + 1
+ 𝑐  

=  
2𝑥−1

−1
+  𝑐 =  

−2

𝑥
+ 𝑐 

2) ∫ √𝑥 . 𝑑𝑥 =  ∫ 𝑥
1
2 𝑑𝑥 =  

𝑥
1
2

+1

1
2

+ 1
+  𝑐  

=  
𝑥

3
2

3
2

+ 𝑐 =  
2

3
 √𝑥3 +  𝑐  

 على سبيل المثال : kx +cهو  kتكامل الثابت 

 

 .عند تكامل مجموع عدة حدود, تكون النتيجة هي مجموع تكامل الحدود الفردية

 :على سبيل المثال
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 : جد : 3المسألة 

1. ∫
2𝑥3−3𝑥

4𝑥
. 𝑑𝑥     

 
2. ∫(1 − 𝑡)2. 𝑑𝑥     

 

 

∫: جد  4المسألة  3√𝑥 . 𝑑𝑥  

 



2025-2024اسي:وزارة التعليم العالي والبحث العلمي                                                                                 العام الدر  

فصل الاول جامعة الموصل                                                                                                       ال  
الرياضياتكلية الزراعة والغابات                                                                                                المادة:   
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∫: جد  5المسألة 
−5

9 √𝑡34  . dx  : 

 

 

 : جد :  6المسألة 

1- ∫ 4 cos 3𝑥 𝑑𝑥      : 

 
2- ∫ 5 sin 2𝜃 𝑑𝜃      
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∫:  7المسألة  7 𝑠𝑒𝑐24𝑡 𝑑𝑡  : 

 

 : أجد :  8المسألة 

1- ∫ 5𝑒3x . dx     : 

 

2- ∫
2

3𝑒4𝑡  . 𝑑𝑡               : 

 

 : جد : 9المسألة 

1- ∫
3

5𝑥
 . 𝑑𝑥          
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2- ∫
2𝑚2+1

m
 . dx            

 

 التكاملات المحددة

 التكاملات المحددة هي تلك التي يتم تطبيق حدود عليها.

𝑎[𝑥]:  إذا تم كتابة تعبير على النحو التالي
𝑏 

b   =يسُمى الحد العلوي. 

a   =يسُمى الحد السفلي. 

 :  يتم تعريف عملية تطبيق الحدود

[x]a
b = b − a 

∫ جد       :  1المسألة  ( 4 − 𝑥2). 𝑑𝑥
3

−2
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∫ جد    : 2المسألة  3 sin 2𝑥 . 𝑑𝑥
𝜋

2
0

  

 

 د قيمة التالي : ج:  3المسألة 

1-  ∫ (
𝜃+2

√𝜃
) . 𝑑𝜃           

4

1
  : 
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2- ∫
2

𝑥2

1

2
 . dx        : 

∫
2

𝑥2

1

2

 . dx =  ∫ 2x−2
1

2

 . dx =  [2 (
x−2+1

−2 + 1
)]

2

1

 

[
2x−1

−1
]

2

1

=  [
−2

x
]

2

1

=  [−2 + 1] =  −1 

3- ∫
1+cos 2t

2
 . dt     

0

 
𝜋

2

  : 

∫
1 + cos 2t

2
 . dt

0

𝜋
2

=  ∫ (
1

2
+

cos 2t

2
) . dt

0

𝜋
2

 

= [
1

2
𝑡 +

1

4
sin 2𝑡]

𝜋
2

0

 

[
1

2
(0) +

1

4
sin 2(0)] − [

1

2
(

𝜋

2
) +

1

4
sin 2 (

𝜋

2
)] =  −

𝜋

4
 

 

∫: تكامل التالي :  4المسألة  (3 sin 2x − 2 cos 3x). dx
𝜋

2
π

4

   

[−
3

2
cos 2𝑥 −  

2

3
sin 3𝑥]

𝜋
4

𝜋
2
 

=  [−
3

2
cos 2

𝜋

2
−  

2

3
sin 3

𝜋

4
] − [−

3

2
cos 2

𝜋

2
− 

2

3
sin 3

𝜋

4
] 

= −
3

2
cos 𝜋 −  

2

3
sin

3𝜋

2
+ 

3

2
cos

𝜋

2
+ 

2

3
sin

3𝜋

4
  

=  
3

2
+ 

2

3
+

2

3
+  0.707 = 2.638 
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 :  جد 5المسألة 

1- ∫ 4𝑒2x. dx
2

1
       

∫ 4𝑒2x. dx

2

1

=  [4.
1

2
e2x]

1

2

= 2[e2x]1
2 

2[𝑒4 − 𝑒2] = 2[54.5982 − 7.3891] = 94.42 

 

2- ∫
3

4x
. 𝑑𝑥       

4

3
  

∫
3

4x
. 𝑑𝑥

4

3

= [
3

4
ln 𝑥]

1

4

=  
3

4
[ln 4 − ln 1] 

=
3

4
[1.3863 − 0] = 1.040 
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 طرق التكامل 

 التكامل باستخدام التعويض الجبري : 

∫: ايجاد  1مثال  cos(3𝑥 + 7)𝑑𝑥  : 

اذن :  \ u = 3x + 7نفرض : 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 3  ,𝑑𝑥 =  

𝑑𝑢

3
  

 

2𝑥)∫: ايجاد  2مثال  − 5)7. 𝑑𝑥  : 

اذن :  \ u = 2x - 5 نفرض : 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 2  ,𝑑𝑥 =  

𝑑𝑢

2
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∫: ايجاد :  3مثال 
4

(5𝑥−3)
 . 𝑑𝑥  : 

اذن :  \ u = 5x - 3 نفرض : 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 5  ,𝑑𝑥 =  

𝑑𝑢

5
  

 

 

∫: قيم :  4مثال  2𝑒6𝑥−11

0
. 𝑑𝑥  : 

اذن :  \ u = 6x - 1 نفرض : 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 6  ,𝑑𝑥 =  

𝑑𝑢

6
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∫: ايجاد :  5مثال  3𝑥(4𝑥2 + 3)5. 𝑑𝑥  : 

اذن :  \ u = (4x2 + 3) نفرض : 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 8𝑥  ,𝑑𝑥 =  

𝑑𝑢

8𝑥
  

 

 

∫قيم : :  6مثال  24 𝑠𝑖𝑛5𝜃 . cos 𝜃 . 𝑑𝜃 
𝜋

6
0

  : 

اذن :  \u = sin ө نفرض : 
𝑑𝑢

𝑑𝜃
= cos 𝜃  ,𝑑𝜃 =  

𝑑𝑢

cos 𝜃
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 التكامل بالتجزئة 
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∫: ايجاد :  1مثال  x cos x . dx  : 

 , u = xنفرض : 
du

dx
= 1  →   du = dx  

dv = cos x . dx   →    v =  ∫ cos x . dx = sin x 

 

∫: جد :  2مثال  3𝑡𝑒2𝑡. 𝑑𝑡  : 

 , u = 3tنفرض : 
du

dt
= 3  →   du = 3dt  

dv = e2t  . dt   →    v =  ∫ e2t  . dt =
1

2
 e2t 
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∫: قيم :  3مثال  5𝑥𝑒4𝑥. 𝑑𝑥
1

0
  : 

 , u = 5xنفرض : 
du

dx
= 5  →   du = 3dx  

dv = e4x  . dx   →    v =  ∫ e4x  . dx =
1

4
 e4x 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2025-2024اسي:وزارة التعليم العالي والبحث العلمي                                                                                 العام الدر  

ل جامعة الموصل                                                                                                       الفصل الاو  
ياضياتالركلية الزراعة والغابات                                                                                                المادة:   

 

[7] 
 

 

∫: ايجاد :  4مثال  𝑥2 sin 𝑥 . 𝑑𝑥  : 

 , u = x2نفرض : 
du

dx
= 2x  →   du = 2x . dx  

dv = sin x . dx   →    v =  ∫ sin x . dx = −cos x 

 

 

 واجب منزلي : 
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 التكامل باستخدام الكسور الجزئية 

 مقدمة الى الكسور الجزئية :

 عن طريق الجمع الجبري : 

1

x − 2
+  

3

x + 1
=  

(x + 1) +  3(x − 2)

(x − 2)(x + 1)
=  

4x − 5

x2 − x − 2
 

العملية العكسية للتحرك من 
4x−5

(x−2)(x+1)
الى  

1

x−2
+  

3

x+1
تسمى تحليل الكسر الى كسور  

 جزئية . 

: حلل  1مثال 
11−3𝑥

x2+2x−3
 الى كسور جزئية, ثم قم بالتكامل :  

 * في البداية نحول الى الكسور الجزئية بعد ذلك نجري عملية التكامل 

11 − 3𝑥

x2 + 2x − 3
=  

11 − 3𝑥

( x − 1)(x + 3)
=

A

x − 1
+

B

x + 3
 

=
𝐴(𝑥 + 3) + 𝐵(𝑥 − 1)

( x − 1)(x + 3)
 

 اذا تساوت المقامات تساوت البسوط : *

⸫ 11-3x = A(x+3) + B(x-1)  

  x=1عندما 

 A(1+3) + B(1-1) = (1)3-11اذن 

8 = 4A      \       A = 2 

  x = -3عندما 

 A(-3+3) + B(-3-1) = (3-)3-11اذن 

20 = -4B      \     B= -5  
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 ⸫    
11 − 3𝑥

x2 + 2x − 3
=  

2

x − 1
+

−5

x + 3
  

 التكامل : 

 

 

: حول  2مثال 
2x2− 9x−35

(x+1)(x−2)(x+3)
 الى جمع من ثلاثة كسور جزئية ثم قم بالتكامل :   

2x2 −  9x − 35

(x + 1)(x − 2)(x + 3)
=  

A

x + 1
+

B

x − 2
+

C

x + 3
 

=
A(x − 2)(x + 3) +  B(x + 1)(x + 3) +  C(x + 1)(x − 2)

(x + 1)(x − 2)(x + 3)
 

2x
2 
- 9x – 35= A(x − 2)(x + 3) +  B(x + 1)(x + 3) +  C(x + 1)(x − 2) 

  x = -1عندما 

⸫ 2(-1)
2
 -9(-1) – 35= A(−3)(2) +  B(0)(2) +  C(0)(−3)  

- 24 = -6A   \   A = 
−24

−6
= 4 

  x = 2عندما 
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⸫ 2(2)
2
 -9(2) – 35= A(0)(5) +  B(3)(5) +  C(3)(0)  

- 45 = 15B   \   B = 
−45

15
=  −3 

  x = -3عندما 

⸫ 2(-3)
2
 -9(-3) – 35= A(−5)(0) +  B(−2)(0) +  C(−2)(−5)  

10 = 10 C     \     C = 1  

 بالتعويض : 

2x2 −  9x − 35

(x + 1)(x − 2)(x + 3)
=  

4

x + 1
−

3

x − 2
+

1

x + 3
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: حلل  3مثال 
𝑥2+1

𝑥2−3𝑥+2
 الى كسور جزئية و ثم قم بتكامل :  

 أس للبسط يساوي أعلى أس في المقام نستخدم القسمة المطولة :في هذه الحالة أعلى 

 

 

 

 

 

⸫ 
𝑥2+1

𝑥2− 3𝑥+2 
= 1 +  

3𝑥−1

𝑥2− 3𝑥+2
  

 

 هنا فقط الحد الثاني نحوله الى كسور جزئية :

3𝑥 − 1

x2 −  3x + 2
=  

3𝑥 − 1

( x − 1)(x − 2)
=

A

x − 1
+

B

x − 2
 

=
𝐴(𝑥 − 2) + 𝐵(𝑥 − 1)

( x − 1)(x − 2)
 

3x -1 = A ( x – 2 ) + B ( x – 1 )  

  x = 1عندما 

3 ( 1 ) -1 = - A  

2 = - A      \      A = -2  

   x = 2عندما 

3 ( 2 ) -1 = B 

B = 5 

X2 – 3x +2 

1 

X2 +1 

X2 – 3x +2 

3x – 1  

(-) 
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 في :  Bو  Aنعوض عن قيم 

3𝑥 − 1

( x − 1)(x − 2)
=

−2

x − 1
+

5

x − 2
 

  ⸫ 
𝑥2+1

x2− 3x+2
=  1 −  

2

x−1
+

5

x−2
 

 

: حلل  4مثال 
𝑥3− 2x2−4x−4

x2+x−2
 الى كسور جزئية و ثم قم بالتكامل :  

 في هذه الحالة عندما يكون أس البسط أكبر من أعلى أس للمقام نحتاج الى القسمة المطولة: 

 

 

 

 

 

 

 

x2 + x -2 

x - 3 

x3- 2x2- 4x - 4 

x3 + x2 – 2x  

- 3x2 – 2x - 4  

- 3x2 – 3x + 6 

(-) 

x – 10  

(-) 
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⸫ 
𝑥3−2𝑥2−4𝑥−4

𝑥2+𝑥−2
= 𝑥 − 3 +  

𝑥−10 

𝑥2+𝑥−2
 

= 𝑥 − 3 +
𝑥 − 10

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)
 

 هنا فقط الحد الثاني نحوله الى كسور جزئية : 

𝑥 − 10 

(x + 2)(x − 1)
=

A

x + 2
+

B

x − 1
 

=
𝐴(𝑥 − 1) + 𝐵(𝑥 + 2)

( x + 2)(x − 1)
 

X - 10 = A ( x - 1 ) + B ( x + 2 )  

  x = 1عندما 

( 1 ) – 10 = A ( 0 ) + 3B 

- 9 = 3B     \     B = -3  

 

  x = - 2عندما 

( - 2 ) – 10 = ( - 3 )A + B( 0 )  

- 12 = -3A       \      A = 4 

 :  Bو  Aنعوض قيم 

𝑥 − 10 

(x + 2)(x − 1)
=

4

x + 2
−

3

x − 1
 

⸫ 
𝑥3−2𝑥2−4𝑥−4

𝑥2+𝑥−2
= 𝑥 − 3 +  

4

x+2
−

3

x−1
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=  
𝑥2

2
−  3𝑥 +  

𝐿𝑛(𝑥 + 2)4

𝐿𝑛(𝑥 − 1)3
 

 

 واجب منزلي : 

السؤال : حلل 
𝑥−9

𝑥3+3𝑥−10
 الى كسور جزئية و ثم قم بالتكامل .  
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 الطريقة التقريبية لإيجاد المساحة تحت المنحنى : 

سهولة نفرض و لل [ a , b ]مستمرة على الفترة المغلقة  y = f(x)نفرض أن الدالة 

 Rللمنطقة  Aو ليكن حساب المساحة  [ a , b ]في الفترة  xغير سالبة لكل  f(x)أن 

.تجزأ  x = a  ,x = bالمحدودة بمنحني هذه الدالة و محور السينات و المستقيمين 

من المناطق الصغيرة شقق متساوية العرض و عرض كل منها  nالى  Rالمنقطة 

Δ𝑥  : حيث 

Δ𝑥 =  
𝑏 − 𝑎

𝑛
 

 من نقط التقسيم :  و ذلك برسم مستقيمات عمودية على محور السينات

X1 , X2 , ……. Xn-1  

X1 = a + Δ𝑥 

X2 = X1 + Δ𝑥 

Xn-1 = xn-2 + Δ𝑥 

 بعد ذلك نرسم مستطيل داخل كل شقة كما في الشكل : 

 :  𝛥𝑥و طول قاعدته  f(x)لو أخذنا المستطيل الأول نجد أن ارتفاعه 

 

⸫ Δ𝑥. 𝑓(𝑎)         مساحة المستطيل الأول  

    Δ𝑥. 𝑓(𝑥1)         مساحة المستطيل الثاني  

   Δ𝑥. 𝑓(𝑥2)         مساحة المستطيل الثالث 

 

Δ𝑥. 𝑓(𝑥𝑛−1)         مساحة المستطيل الاخير 
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و لكن كلما زاد عدد  Rمساحات المستطيلات يكون أقل من مساحة للمنطقة مجموع 

قليلا بمعنى آخر  Aكلما كان الفرق بين مجموع مساحاتها و المساحة  nالمستطيلات 

 [ a , b ]بشرط كون الدالة مستمرة على  Rيمكننا حساب المساحة التقريبية للمنطقة 

 بواسطة المستطيلات الداخلية . 

أجزاء متساوية الطول ثم احسب مجموع  n = 4الى  [ a , b ]مثال : قسم الفترة 

 مساحات المستطيلات المحصورة : 

1- F(x) = x
2
        b = 1 , a = 0       

∆𝑥 =  
𝑏 − 𝑎

𝑛
=  

1 − 0

4
=  

1

4
 

a = 0  

x1 = a + ∆𝑥 = 0 + 
1

4
 = 

1

4
 

X2 = x1 + ∆𝑥 = 
1

4
 + 

1

4
 = 

2

4
 

X3 = x2 + ∆𝑥 = 
1

2
 + 

1

4
 = 

3

4
 

F(a) = (0)2 + 1 = 1 

F(x1) = (
1

4
)2 + 1 = 

1

16
 + 1 = 

17

16
 

F(x2) = (
1

2
)2 + 1 = 

1

4
 + 1 = 

5

4
 

F(x3) = (
3

4
)2 + 1 = 

9

16
 + 1 = 

25

16
 

F(a). ∆𝑥 = 1 .  
1

4
 = 

1

4
 

F(x1). ∆𝑥 = 
17

16
 .  

1

4
 = 

17

64
 

F(x2). ∆𝑥 = 
5

4
 .  

1

4
 = 

5

16
 

F(x3). ∆𝑥 = 
25

16
 .  

1

4
 = 

25

64
 

المساحة الكلية : 
1

4
+ 

17

64
+  

5

16
+ 

25

64
=  

48

64
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2-  y = cos x        a = - 
𝜋

2
    ,     b = 

𝜋

2
       

∆𝑥 =  
𝑏 − 𝑎

𝑛
=  

𝜋
2

+  
𝜋
2

4
=  

𝜋

4
 

a = 
𝜋

2
     

x1 = a + ∆𝑥 = - 
𝜋

2
 + 

𝜋

4
 = - 

𝜋

4
 

X2 = x1 + ∆𝑥 = - 
𝜋

4
 + 

𝜋

4
 = 0 

X3 = x2 + ∆𝑥 = 0 + 
𝜋

4
 = 

𝜋

4
 

F(a) = cos(- 
𝜋

2
 ) = 0 

F(x1) = cos(- 
𝜋

4
 ) = 0.707  

F(x2) = cos(0) = 1 

F(x3) = cos( 
𝜋

4
 )  = 0.707 

F(a). ∆𝑥 = 0 .  
𝜋

4
 = 0 

F(x1). ∆𝑥 = 0.707 .  
𝜋

4
   

F(x2). ∆𝑥 = 1 .  
𝜋

4
 = 

𝜋

4
 

F(x3). ∆𝑥 = 0.707 .  
𝜋

4
   

.0.707المساحة الكلية : 
𝜋

4
+  1.

𝜋

4
+ 0.707 .

𝜋

4
=  

𝜋

4
 . 2.414 
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3- y = 
1

𝑥
          a = 1   ,     b = 9         

∆𝑥 =  
𝑏 − 𝑎

𝑛
=  

9 − 1

4
=  

8

4
= 2 

a = 1  

x1 = a + ∆𝑥 = 1 + 2 = 3 

X2 = x1 + ∆𝑥 = 3 + 2 = 5 

X3 = x2 + ∆𝑥 = 5 + 2 = 7 

F(a) = 1 

F(x1) = 
1

3
 

F(x2) = 
1

5
 

F(x3) = 
1

7
 

F(a). ∆𝑥 = 1 .  2 = 2 

F(x1). ∆𝑥 = 
1

3
 .  2 = 

2

3
 

F(x2). ∆𝑥 = 
1

5
 .  2 = 

2

5
 

F(x3). ∆𝑥 = 
1

7
 .  2 = 

2

7
 

2المساحة الكلية :  + 
2

3
+ 

2

5
+ 

2

7
=  

210+70+42+30

105
=

352

105
= 3.35 
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[5] 
 

 

 المساحة بواسطة حسابات التفاضل و التكامل : 

 

 للة معطى ب مظمن المنحنى في الشكل نجد أن مجموع المساحة ال

 (  G+ منطقة  F+ منطقة  A) منطقة 

 

 للة : لتكامل, مجموع مساحة المنطقة المظبا

 

  x – axisتدل على أنها في منطقة السالبة  ( F )( في التكامل للمنطقة -العلامة )

𝐴 =  ∫ 𝑦 . 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

A 
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[6] 
 

 

 و المحور السيني و الخطين العموديين y = 2x + 3للة بالدالة لمظ: قيم المساحة ا 1مسألة 

 x = 4   وx = 1  : 

4 3 2 1 X 

8 6 4 2 2x 

3 3 3 3 3 

11 9 7 5 y 

 

 للة : ظتكامل المساحة الم

      

 

 

 

 

 

 

 

A 



2025-2024الدراسي:وزارة التعليم العالي والبحث العلمي                                                                                 العام   

ل جامعة الموصل                                                                                                       الفصل الاو  
المادة: الرياضيات       كلية الزراعة والغابات                                                                                           

 

[7] 
 

 

y = x: ارسم مخطط  2مسألة 
3
 + 2x

2
 – 5x – 6  بينx = -3  وx = 2  و قيم المنطقة

 للة بين المنحنى و المحور السيني : المظ

2 1 0 -1 -2 -3 X 

8 1 0 -1 -8 -27 X
3

 

8 2 0 2 8 18 2x
2

 

-10 -5 0 5 10 15 -5x 

-6 -6 -6 -6 -6 -6 -6 

0 -8 -6 0 4 0 y 

 

 للة : المنطقة المظ

= ∫ 𝑦𝑑𝑥 −  ∫ 𝑦𝑑𝑥

2

−1

−1

−3

 

  

قبل تكامل الثاني مهمة لأن  (-)اشارة  ملاحظة :

 المنطقة المضللة تحت محور السينات .

 

  

 

A 
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[8] 
 

 

و المحور السيني و الخطين  y = sin 2xللة لمنحنى الدالة : جد مساحة المنطقة المظ 3 مسألة

 = xو  x = 0العموديين 
𝜋

3
  : 

 

 

 

 

: جد المساحة المحصورة بين المنحنى المعطى و المحور الأفقي ) المحور السيني ( و  4مسألة 

 الخطين العموديين المعطاة : 
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[9] 
 

 

y = 4 – x: جد المساحة المحصورة بين المحنى المعطى و محور السينات للدالة  5مسألة 
2

  : 

في هذه المسألة ستقوم باستخراج حدود التكامل من خلال المعادلة المعطاة ومن ثم  ملاحظة :

 .  xنعوض بالمعادلة لرسم الشكل الدالة المراد حساب مساحتها بينها و بين محور 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 0 -2 X 

0 4 0 y 
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[10] 
 

 

y = 3𝑒: قيم المساحة المحصورة للمنحني لدالة  6مسألة 
𝑡

 و الخطين العمودين xو المحور  4

   t = 1  وt = 4  : 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

و المحور الأفقي            xy = 4: جد مساحة المحصورة بين المنحنى المعطى لدالة  7مسألة 

 :  x = 4و  x = 1) المحور السني ( و الخطين العموديين 

و  xعندئذ نعوضها بالمعادلة و نجد الحدود بدلالة  yمن الممكن تعطى الحدود بدلالة  ملاحظة :

 نغير حدود التكامل . 

y = 
4

𝑥
 

𝐴 =  ∫ 𝑦. 𝑑𝑥 =  ∫
4

𝑥
. 𝑑𝑥 = [4 𝐿𝑛 𝑥]1

4

4

1

4

1

 

= [ 4 Ln 4 – 4 Ln 1 ]  

= 5.54 – 0 = 5.54  

 

A 
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[11] 
 

 

y = x: قيم مساحة المحصورة بين المنحنى لدالة  8مسألة 
3
 – 2x

2
 – 8x   و المحورx  : 

4 3 2 1 0 -1 -2 x 

0  -16 -9 0 5 0 y = x
3
 – 2x

2
 – 8x 

 

 

 

 

= x ( x2 – 2x – 8 ) 

= x ( x + 2 ) ( x - 4 ) 

⸫ x = 0 

   x = -2 

   x = 4  
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[1] 
  

 
 

 المساحة بين منحنيين

  y = g(x)و  y = f(x)المنطقة بين 

F(x) ≥ 𝑔(𝑥)      ل𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  

 

 صيغة المساحة : 

𝐴 =  ∫[ 𝑓(𝑥) −  𝑔(𝑥)]. 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

و المحصورة   y = x + 6حصورة أعلاه بالخط مة الق: أوجد مساحة المنط 1المثال 

 .  x = 2و  x = 0 و المحصورة من الجانبين بالخطين   y = x2أسفلها بالخط 

 
 

𝐴 =  ∫[ 𝑓(𝑥) −  𝑔(𝑥)]. 𝑑𝑥

2

0

 

=  ∫[ (𝑥 + 6) −  𝑥2]. 𝑑𝑥

2

0

 

= [
𝑥2

2
+  6𝑥 −  

𝑥3

3
]

0

2

 

=  
34

3
−  0 =  

34

3
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[2] 
  

 

 قم برسم المنحنيين وإيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيين:  2مثال 
2

y = x  وy = x + 6   

 

𝐴 = ∫[(𝑥 + 6) − 𝑥2]

3

−2

. 𝑑𝑥    

            𝐴 =  [
𝑥2

2
+ 6𝑥 −  

𝑥3

3
]

−2

3

 

                =  
27

2
− 1 −

22

3
=  

125

6
 

أوجد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيين :  3مثال 
2

y = x  وy = 4x  : 

                               x
2
 = 4x 

x
2
 – 4 = 0                                        

x ( x – 4 ) = 0                                

x = 0                                أوx = 4 

𝐴 =  ∫ [ 𝑓(𝑥) −  𝑔(𝑥)]. 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
                     

𝐴 =  ∫ (4𝑥 − 𝑥2). 𝑑𝑥 = [
4𝑥2

2
−  

𝑥3

3
]

0

4
4

0
=[2𝑥2 −  

𝑥3

3
]

0

4

 

= 32 − 
64

3
=  

96 − 64

3
=

32

3
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[3] 
  

 

حيث  2x y = cos , = 0 y قم برسم وإيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحني:  4مثال 

أن 
𝜋

2
=  x , 

𝜋

4
=  x   : 

 

  𝐴 =  ∫ ( 0 − cos 2𝑥). 𝑑𝑥 
𝜋

2
𝜋

4

 

 =  [−
1

2
sin 2𝑥]𝜋

4

𝜋

2
    

  =  − [
1

2
sin 2 (

𝜋

2
) −

1

2
sin 2 (

𝜋

4
)] 

 =  − [0 −
1

2
] =

1

2
 

 x = y2 - 4y: قم برسم و ايجاد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحنيين  5المثال 

 : y = 4و  y = 0و حيث أن 

 

 

 

 

 

 

𝐴 =  ∫ [(0) −  (𝑦2 − 4𝑦)]. 𝑑𝑥
4

0

 

𝐴 =  [−
𝑦3

3
+ 4

𝑦2

2
]

0

4

 

𝐴 =  [−
𝑦3

3
+ 2𝑦2]

0

4

=  −
(4)3

3
+ 2(4)2 − 0 

=  −
64

3
+ 32 =  

−64 + 96

3
=  

32

3
 

 

 

A 
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 حجم الجسم الدوراني

  :  xالحجم بواسطة المقطع العرضي المتعامد مع محور 

 عند  xإذا كان الجسم الصلب محصورًا بين مستويين متوازيين عموديين على محور

x=a  و x=bفإن الحجم ،V  يعطى بالصيغة:   

 

يوجد نتيجة  . xر المقطع العرضي العمودي على المحوهي مساحة   A(x)حيث

 :  yر قاطع العرضية العمودية على المحومشابهة بالنسبة للم

 

، والجزء  [a, b]دالة موجبة ومستمرّة على  fليكن حجم الجسم الناتج عن الدوران

  x=a، والخطين العموديين x، والمحور f(x) المحصور بين المنحنى والدالة

جسمًا صلباً كما هو ، فإنها تولد  x، عندما يتم تدوير هذه المنطقة حول المحورx=bو

(   f(x)بما أن مساحة المقطع العرضي )الذي نصف قطره هو ل.موضح في الشك

 :  ، فإن حجم الجسم يعطى بـ π[f(x)]2هي
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[2] 
 

 

  

 

احسب حجم الجسم الصلب الناتج عن تدوير المنطقة المحصورة تحت  :1مثال

𝑦المنحنى =  √𝑥 [ حول المحور1، 4على الفترة ] x  : 

v =  ∫ π[f(x)]2. dx
b

a
 

=  ∫ πx. dx =  [π
x2

2
]

1

44

1

 

= 8π −  
π

2
=  

15π

2
 

  

 :  دالتان موجبتان ومستمرتان بحيث  gو  fافترض أن

𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥)  ,   𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 
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[3] 
 

 

 x=bو  x=aالمنطقة المحصورة بين منحنيات الدالتين والخطين العموديين  Rليكن

ذي مقاطع ، يتم توليد جسم صلب  xعندما يتم تدوير هذه المنطقة حول المحور

عرضية دائرية حلقية الشكل. بما أن مساحة 

 لها نصف قطر داخلي  xالمقطع العرضي عند

g(x) ونصف قطر خارجيf(x)  فإن الحجم ،

  :يعطى بـ

v =  ∫ π[f(x)2 − g(x)2]. dx
b

a
 

 

 

 . xحساب الأحجام بواسطة المقاطع العرضية المتعامدة مع المحور : طريقة الحلقات
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[4] 
 

 

: احسب حجم جسم الناتج عندما يتم تدوير المنطقة المحصورة بين منحنى  2مثال 
2+ x 

1

2
f(x) =  و g(x) = x  حول المحور  [ 2 , 0 ]على الفترةx :  

2 1 0 X 

4.5 1.5 1

2
 

2+ x 
1

2
 

2 1 0 x 

 

     

 

v =  ∫ π[f(x)2 − g(x)2]. dx
b

a

 

v =  ∫ π [(
1

2
+ x2)

2

− x2] . dx
2

0

 

=  ∫ π (
1

4
+ x2 + x4 − x2) . dx

2

0

 

=  ∫ π (
1

4
+ x4) . dx 

2

0

= 𝜋 [
𝑥

4
+

𝑥5

5
]

0

2

=  𝜋
69

10
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[5] 
 

 

 

  : y العمودية على المحور جام باستخدام طريقة الأقراصالأح

𝑣 =  ∫ 𝜋[𝑢(𝑦)]2. 𝑑𝑦 =  ∫ 𝜋𝑥2. 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

𝑑

𝑐

 

   

  : y الأحجام باستخدام طريقة الحلقات العمودية على المحور
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[6] 
 

 

𝑦: احسب حجم الجسم الناتج عن تدوير المنطقة المحصورة بين  3مثال  =  √𝑥  ،

=0 y  ،y = 2  حول المحورy  : 

 ملاحظة : 

x  :𝑣عند الدوران حول محور  =  ∫ 𝑦2. 𝑑𝑥
𝑑

𝑐
  

y  :𝑣عند الدوران حول محور  =  ∫ 𝑥2. 𝑑𝑦
𝑑

𝑐
  

𝑦 =  √𝑥  →  𝑦2 = 𝑥 

𝑣 =  ∫ 𝜋[𝑢(𝑦)]2. 𝑑𝑦 =  ∫ 𝜋𝑦4. 𝑑𝑦
2

0

𝑑

𝑐

 

=  [
𝜋𝑦5

5
]

0

2

=  
32𝜋

5
 

 ، x=1بين نفس الحدود  yحول المحور  42y = x+: اذا تم تدوير المنحنى  4مثال 

x=4  : احسب حجم الجسم الناتج عن الدوران ، 

  x=4 ← y=20عندما      \     x=1 ← y=5عندما 

y  :𝑣ملاحظة : عند الدوران حول محور  =  ∫ 𝜋[𝑢(𝑦)]2. 𝑑𝑦 =  ∫ 𝜋𝑥2. 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

𝑑

𝑐
 

𝑣 = ∫ 𝜋𝑥2. 𝑑𝑦
20

5

 

4  –= y  2x →+ 4  2Y = x 

𝑣 = ∫ 𝜋(𝑦 − 4). 𝑑𝑦
20

5

=  ∫ 𝜋 [
𝑦2

2
− 4𝑦] . 𝑑𝑦

20

5

 

=  𝜋[120 − (−7.5)] = 127.5𝜋 
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[7] 
 

 
 

احسب حجم الجسم الناتج عن الدوران الذي يتشكل عند تدوير المنطقة  : 5مثال 

، وبين الإحداثيات المعطاة من خلال  x المحصورة بين المنحنى المعطى والمحور

 .   x التدوير حول المحور

، أيضًا  x = 3و  x = 2عندما \  xy = 3:  المعادلة
3

𝑥
y =   

𝑣 ملاحظة : =  ∫ 𝜋[𝑓(𝑥)]2. 𝑑𝑥 =  ∫ 𝜋𝑦2. 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 

𝑣 =  ∫ 𝜋𝑦2. 𝑑𝑥 = 
3

2

∫ 𝜋 (
3

𝑥
)

2

. 𝑑𝑥 
3

2

 

∫ 𝜋
9

𝑥2
. 𝑑𝑥 =  ∫ 9𝜋𝑥−2. 𝑑𝑥 = 9𝜋 [

𝑥−1

−1
]

2

3

= 9𝜋 [−
1

𝑥
]

2

33

2

 
3

2

 

= 9𝜋 [−
1

3
− (−

1

2
)] = 9𝜋[1.666] = 1.5𝜋 

احسب حجم الجسم الناتج عن الدوران الذي يتشكل عند تدوير المنطقة :  6مثال 

، وبين الإحداثيات المعطاة من خلال  yالمنحنيات المعطاة، والمحورالمحصورة بين 

 .  yرالدوران حول المحو

y = 1    ,    y = 3,      
2

𝑥
=  y  

𝑣ملاحظة :  =  ∫ 𝜋[𝑢(𝑦)]2. 𝑑𝑦 =  ∫ 𝜋𝑥2. 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

𝑑

𝑐
  

𝑦 =  ∫ 𝜋𝑥2. 𝑑𝑦 = 
3

1

 ∫ 𝜋 (
2

𝑦
)

2

. 𝑑𝑦
3

1

=  𝜋 ∫
4

𝑦2
. 𝑑𝑦

3

1

 

=  𝜋 ∫ 4𝑦−2. 𝑑𝑦 = 4𝜋 [
𝑦−1

−1
]

1

3

=
3

1

 4𝜋 [−
1

𝑦
]

1

3
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[8] 
 

 

= 4𝜋 [−
1

3
− (−1)] = 4𝜋 [−

1

3
+ 1] = 2.67𝜋 

 حول :  32y = 2x+: يتم تدوير المنحنى  7مثال 

  . x = 3 و x = 0 الحدود بين x المحور -1

 بين نفس الحدود .  yالمحور  -2

 احسب الحجم الناتج في كل حالة : 

 :  xالدوران حول المحور  -1

x = 0   ,     x = 3     \+3    2= 2x y 

𝑣 =  ∫ 𝜋𝑦2. 𝑑𝑥 =  ∫ 𝜋(2𝑥2 + 3)2. 𝑑𝑥
3

0

3

0

 

= ∫ 𝜋(4𝑥4 + 12𝑥2 + 9). 𝑑𝑥 =  𝜋 [
4𝑥5

5
+

12𝑥3

3
+ 9𝑥]

0

33

0

 

= 𝜋 [
4(3)5

5
+ 4(3)3 + 9(3) − 0] = 𝜋[194.4 + 108 + 27] = 329.4𝜋 

 :  yالدوران حول المحور  -2

3 )  –( y  
1

2
=  2x →3  –= y  22x →+3 2= 2x y 

y = 21   →x = 3       \y = 3       →x = 0    

⸫ 𝑣 =  ∫ 𝜋𝑥2. 𝑑𝑦 =  ∫ 𝜋
1

2
(𝑦 − 3). 𝑑𝑦

21

3

21

3

 

=
𝜋

2
 ∫ (𝑦 − 3). 𝑑𝑦 =  

𝜋

2
[
𝑦2

2
− 3𝑦]

3

2121

3
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[9] 
 

 

=  
𝜋

2
[
(21)2

2
− 3(21) − (

32

2
− 3(3))] 

      =  
𝜋

2
[(220.5 − 63) − (4.5 − 9)] =

𝜋

2
[157.5 + 4.5] = 81𝜋  

 

𝑦: المساحة المحصورة بين المنحنى  8مثال  = 3𝑒
𝑥

، المحور ، و الاحداثيات  3

x=0  ،x = 3  حول المحور  ⸰360يتم تدويرهاx  : احسب الحجم الناتج ، 

 

 

v 
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[10] 
 

 

 

يتم تدويرها  8x 2y =و  2y = xالمساحة المحصورة بين المنحنين :  9مثال 

 ، احسب حجم الجسم الناتج :  xحول المحور ⸰360

 نستخدم طريقة الحلقات:  xملاحظة : لحساب الحجم الناتج عن الدوران حول المحور 

v =  ∫ π[f(x)2 − g(x)2]. dx
b

a

 

2 1 0 x 
4 1 0 2= x y 

√16 = 4 √8 = 2.82 0 √8x=y 

 

 

 

  

y2 = 8x  

y = x2  

x4 = 8x  

x4 – 8x = 0  

x ( x3 – 8 ) = 0  

x = 0  

x3 = 8  →  x = 2 
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[11] 
 

 

 

 3y =: المساحة المحصورة بين المنحنين  10مثال 
2

x  3 =وx 
2

y  يتم تدويرها حول المحور

x  : احسب حجم الجسم الناتج ، 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

   x = 0 , x =3الاحداثيات :  ⸰

v =  ∫ π[f(x)2 − g(x)2]. dx
b

a

 

𝑥

9

4

= 3𝑥 →  
𝑥

9

4

− 3𝑥 = 0 

𝑥 (
1

9
𝑥3 − 3) = 0 

1

9
𝑥3 = 3 

𝑥3 = 27 → 𝑥 = 3 

y
2
 = 3x  

x
2
 = 3y  →  y = 

𝑥2

3
 

 (
𝑥2

3
)

2

= 3𝑥 

X= 0  

أو  
1

9
𝑥3 − 3 = 0                    

 

 

3 2 1 0 X 

3 4 1.73 0 √3 

3 4

3
 

1

3
 

0 𝑥2

3
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[12] 
 

 

= ∫ 𝜋 [3𝑥 −
𝑥4

9
] . 𝑑𝑥 = 𝜋 [

3𝑥2

2
−

𝑥5

45
]

0

33

0

 

= 𝜋 [(
3(3)2

2
−

(3)5

45
) − 0] = 13.5 − 5.4 = 8.1𝜋 

𝑦احسب حجم الجسم الناتج عن تدوير المساحة المحصورة بين المنحنى :  11مثال  = 4𝑒𝑥  ،

 : xحول المحور 

x = 0 , x = 2  \ y = 4eالاحداثيات :  -1
x

  

𝑣 =  ∫ 𝜋𝑓(𝑥)2. 𝑑𝑥 =  ∫ 𝜋𝑦2. 𝑑𝑥 =  ∫ 𝜋(4𝑒𝑥)2. 𝑑𝑥 
2

0

2

0

𝑏

𝑎

 

= 16𝜋 ∫ 𝑒2𝑥 . 𝑑𝑥 = 16𝜋 [
𝑒2𝑥

2
]

0

22

0

= 8𝜋[𝑒2(2) − 𝑒2(0)] 

= 8𝜋 [54.598 − 1] = 428.8𝜋 

 = x = 0 , xالاحداثيات :  -2
𝜋

4
    \    y = sec x  

𝑣 =  ∫ 𝜋𝑓(𝑥)2. 𝑑𝑥 =  ∫ 𝜋𝑦2. 𝑑𝑥 =  ∫ 𝜋 𝑠𝑒𝑐2𝑥. 𝑑𝑥 

𝜋
4

0

𝜋
4

0

𝜋
4

0

 

=  𝜋 ∫ 𝑠𝑒𝑐2𝑥. 𝑑𝑥 =  𝜋[tan 𝑥]
0

𝜋
4 = 𝜋 [tan

𝜋

4
− tan 0]

𝜋
4

0

 

= 𝜋[1 − 0] = 𝜋 
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[13] 
 

 

: احسب حجم الجسم الناتج عن تدوير المساحات المحصورة بين المنحنيات المعطاة ،  12مثال 

 : yحول المحور 

𝑥√𝑦 = 2      ,       𝑦 = 2     ,     𝑦 = 3 

𝑥 =  
2

√𝑦
       →       𝑥2 =  

4

𝑦
 

𝑣 =  ∫ 𝜋𝑢(𝑦)2. 𝑑𝑥 =  ∫ 𝜋𝑥2. 𝑑𝑦
3

2

𝑑

𝑐

= 𝜋 ∫
4

𝑦
. 𝑑𝑦

3

2

  

𝜋 ∫
4

𝑦
. 𝑑𝑦 =  𝜋[4 𝐿𝑛 𝑦]2

3 = 4𝜋[𝐿𝑛 3 − 𝐿𝑛 2]
3

2

= 4𝜋[1.0986 − 0.693] = 1.622𝜋 
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[1] 
 

 
 

 التكامل العددي 

 قاعدة شبه المنحرف

∫لنفرض أن التكامل المحدد المطلوب يرُمز بـ  y dx
𝑏

a
 

    بين الحدين  y = f(x)ويمثل المساحة تحت المنحنى

x = a  وx = b  كما هو موضح في الشكل ،. 

فترات متساوية،   nنفترض أن مجال التكامل مقسّم إلى 

:  أي أن  a  -= b  nd:، بحيث dكل واحدة بعرض 

∆𝑥(𝑑) =  
𝑏−𝑎

𝑛
 

 :تنص قاعدة شبه المنحرف على 

∫ 𝑦. 𝑑𝑥 = 𝐼 ≅  ∆𝑥 {
1

2
(𝑦0 + 𝑦𝑛) + ∑ 𝑦𝑖

𝑛−1

𝑖=1

}
𝑏

𝑎

 

 

 :  فترات 4قرّب التكامل التالي باستخدام قاعدة شبه المنحرف مع  : 1مثال 

∫
2

√x
. dx       n = 4

3

1

 

𝑑 أو ∆𝑥 =  
𝑏−𝑎

4
=  

3−1

4
=

1

2
= 0.5 
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[2] 
 

 

 

∫قرّب التكامل :  2مثال 
2

√x
. dx

3

1
 8باستخدام قاعدة شبه المنحرف مع  الى ثلاثة 

 : فترات

𝑑 =  
3−1

8
=

2

8
= 0.25              𝑛 = 8 

   

 

 

∫قرّب التكامل :  3مثال 
1

1+sin 𝑥
. dx

π

2
0

باستخدام قاعدة شبه المنحرف مع  الى أربعة 

 : فترات 6

∆𝑥(𝑑) =  
𝑏−𝑎

𝑛
=  

𝜋

2
−0

6
=

𝜋

12
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[3] 
 

 

 

 :  فترات 8باستخدام قاعدة شبه المنحرف مع  ةالتالي تقرّب التكاملا : 4مثال 

1- ∫
2

1+𝑥2 . 𝑑𝑥          𝑛 = 8   
1

0
  : 

∆𝑥(𝑑) =  
𝑏 − 𝑎

𝑛
=  

1 − 0

8
=

1

8
= 0.125 

∫
2

1 + 𝑥2
. 𝑑𝑥

1

0

 

≅ (0.125) {
1

2
(2.0000 + 1.0000) + 1.9692 + 1.8823

+ 1.7534 + 1.6 + 1.4382 + 1.28 + 1.1327} = 1.569 

 

 

 

 

 

 

 

 

2

1 + 𝑥2
 

X 

2.0000 0 

1.9692 0.125 

1.8823 0.25 

1.7534 0.375 

1.6 0.5 

1.4382 0.625 

1.28 0.75 

1.1327 0.875 

1.0000 1 
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[4] 
 

 

 

2-  ∫ 2𝐿𝑛 3𝑥 . 𝑑𝑥         𝑛 = 8    
3

1
 :  

∆𝑥(𝑑) =  
𝑏 − 𝑎

𝑛
=  

3 − 1

8
=

2

8
= 0.25 

∫ 2𝐿𝑛 3𝑥. 𝑑𝑥
3

1

 

≅ (0.25) {
1

2
(2.19722 + 4.39445) + 2.64351 + 3.00815

+ 3.31646 + 3.58352 + 3.81908 + 4.029881 + 4.22043}

= 6.979 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 Ln 3x X 

2.19722 1 

2.64351 1.25 

008153. 1.5 

3.31646 1.75 

3.58352 2 

3.81908 2.25 

4.029881 2.5 

4.22043 2.75 

4.39445 3 
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[5] 
 

 
 

 

3- ∫ 𝑒−𝑥2
 . 𝑑𝑥         𝑛 = 7      

1.4

0
 

∆𝑥(𝑑) =  
𝑏 − 𝑎

𝑛
=  

1.4 − 0

7
=

1.4

7
= 0.2 

∫  𝑒−𝑥2
. 𝑑𝑥

1.4

0

 

≅ (0.2) {
1

2
(1 + 0.140858) + 0.96079 + 0.852143

+ 0.697676 + 0.527292 + 0.36788 + 0.236927} = 0.843 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑒−𝑥2
 X 

1 0 
0.96079 0.2 

0.852143 0.4 
0.697676 0.6 
0.527292 0.8 
0.36788 1 

0.236927 1.2 
0.140858 1.4 
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[6] 
 

 

 فقرات باستخدام : 6املات المحددة في ك: احسب الت 5مثال 

 التحليلية :طريقة التكامل  -1

∫
1

√2𝑥 − 1
. dx       n = 6 

6

2

 

𝑢 = 2𝑥 − 1       
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 2 →    𝑑𝑥 =

𝑑𝑢

2
 

∫
1

√2𝑥 − 1
. dx = 

6

2

∫
1

√u
.
dx

2
=  

1

2

6

2

∫
du

√u
 

6

2

 

=
1

2
∫ u−

1
2. du = 

6

2

1

2
[

u
1
2

1
2

]

2

6

= [√u]
2

6
= [√2x − 1]

2

6
 

= [3.3166 − 1.732] = 1.5846 

 قاعدة شبه المنحرف :  -2

∫
1

√2𝑥−1
. dx       n = 6 

6

2
 

 

∆𝑥(𝑑) =  
𝑏 − 𝑎

𝑛
=  

6 − 2

6
=

4

6
= 0.666 

 

 

∫  
1

√2𝑥 − 1
. 𝑑𝑥

6

2

 

≅ (0.666) {
1

2
(0.57735 + 0.30162) + 0.48046 + 0.42018

+ 0.37807 + 0.34652 + 0.32174} = 1.589 

 

 


