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  دراسة الॻؒانات:

إن الʺقʸـــʨد Ǽالॽؔانـــات هـــي تلـــʥ الʺʨʺʳعـــات الʱـــي تʺʱلـــʥ بॽʻـــة. والॽʻʰـــة هـــي 
مʨʺʳعـــة العلاقـــات ʨʺǼاصـــفات معʻʽـــة معʛفـــة علـــى مʨʺʳعـــة معʻʽـــة تʶـــʺى مʨʺʳعـــة 

 ʗـــ ـــإذا ؗانــ ــ ــʨر، ف ــ ـــʨر و  Sالʢـ ــــة الʢــ ـــــى  Hمʨʺʳعـ ــــة عل ــات الʺعʛفـ ـــة العلاقـــ مʨʺʳعــ
فــأن الــʜوج فات هʚه العلاقات هي مʨʺʳعة مʶلʺات تʙʴد مʨاص K، و  Sالʺʨʺʳعة 

(H,K) هʨ  ــة علــىॽʻʰالS  وجʜوأن الــ(S,(H,K)) ــانॽؔالǼ ــʺىʶǽ هــاʱʽʻȃعــة وʨʺʳʺال
  (H,K). وفــي أغلــʖ الاحॽــان يʛمــʜ إلــى الॽʻʰــة ʴǼــʛف واحــʙ فقــȌ يʨضــع بــʙل 

  .(S,M)عʙʻها ʨȞǽن رمʜ الॽؔان   MولʧȞॽ هʚا الʛʴف

ॽؔة هــي دراســة الʛات الʺعاصــॽاضــȄʛقــال إن دراســة الǽ ــىʻــاك ثــلاث بʻانــات، وه
، تعــʛف ثــلاث ةرȄاضــॽة رئʶॽــॽة: هــي الʻʰــى الȄʛʰʳــة والʻʰــى الʨʰʱلʨجॽــة والʻʰــى الʛʱتॽʰʽــ

) والॽؔانــات اǼأنʨاعهــكॽانــات رئʶॽــॽة هــي الॽؔانــات الʨʰʱلʨجॽــة ( الفʹــاءات الʨʰʱلʨجॽــة 
ـــي ــة ( الʤʻـــــام الȄʛاضــ ــʛةالȄʛʰʳـــ ــॼه الʜمـــ ـــات ، شـــ ـــʛة، الʴلقـــــة الʴقـــــل، ...) والॽؔانــ ، الʜمــ

ʱــا، ...)ال ــȞॼة، الʺʨʺʳعــــة الʺʛتॼـــة Ǽأنʨاعهــ ـ̫ ــلة، ال ــألʛ  ʅॽتॽʰʽـــة ( الʶلʶــ فʹـــلا عــــʧ تــ
كॽانــات مــʧ قʰــل أكʲــʛ مــॽؗ ʧــان مــʲلا ॽؗــان الأعــʙاد الॽʁॽʁʴــة ॽؗــان جʰــȑʛ تʨʰلــʨجي 

  لأنه حقل مʛتʖ ؗامل. تʛتʰʽي

ن الʙالة الʱي تȌȃʛ بॽؗ ʧʽانʧʽ مʳالها مʨʺʳعة الʢــʨر لأحــॽؗ ʙــانʧʽ ومʳالهــا إ
الʨʢر للॽؔان الاخʛ، وȞʷȃل لا يʕثʛ على الʧʽʱʽʻʰ تʶʺى تلʥ الʙالة  الʺقابل مʨʺʳعة
 ȏʦʻʹʮل الȂʦʲʯالǺ انــات أوॽؔعــة الॽʰʢعــا لॼت ʛــʽغʱلفــة تʱʵات مॽʺــʶم ȑʨʽʻʰل الȄʨʴʱولل .

  لʨؔن الʙالة شاملة أو مॼʱايʻة .
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:ȏʙʮʱان الॻؒال  

لॽؔــان على ȄʛʡــȘ تعȄʛــʅ ا الأولىǽعʙ تعʅȄʛ العʺلॽة على الʺʨʺʳعة الʨʢʵة 
إلا أن  S إلــى ǼnSأنهــا دالــة مــS  ʧالȑʛʰʳ، وتعʛف العʺلॽة الʨʻنॽة على الʺʨʺʳعة 

 ʧالة مʙي هي الʱة الॽائʻʲة الॽعʺالا العʺلʱات اسॽالعʺل ʛʲأكS S  إلى S  .  

حالــة ؗــʨن  وقــʶǽ ʙــʱعاض عــʧ العʺلॽــة ʱȞǼاǼــة جــʙول ʶǽــʺى جــʙول العʺلॽــة فــي
  مʨʺʳعة الʨʢر مʨʺʳعة مʱʻهॽة.

 ʗلا إذا ؗانʲʺفS={a , b , c} ةॽوالعʺل:اليʱل الȞʷالǼ فةʛة معॽعʺل  
  

S S ={(a,a), (b,b), (c,c), (a,b), (b,a), (a,c), (c,a), (b,c), (c,b)} 

 

 

 
    

   S                       a                           b                                  c 
  

  
  أو ǼالȞʷل الأتي الȑʚ يʕدȑ نفʝ الهʙف:

  

c b a   
b a a a 

b c c b 

a c a c 
  

ʚلʻʻȞʺǽ ʥا ʱؗاǼة الʙالة مʧ الʙʳول. فʺʲلا  ʻʻȞʺǽا ʱؗاǼة الʙʳول مʧ الʙالة الʺعʛفة وؗ
aأن  b a   الةʙول، وفي الʙʳفي ال(a, b) a . ...اʚȞوه ،  

    

 
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حʖʻ  (S, #, *, O, 1, 0 )وȂعʙف الॻؒان الȏʙʮʱ الʦʮلي على أنه الʗʴاسي 
ʰʸǻلان  1و  0عʸلॻة أحادǻة والʙمʚان  Oعʸلʥʻʯʻ ثʹائʥʻʯʻ و  *و   #ʰʸل ت

  على الʦʯالي . *و   #عʸلʥʻʯʻالعʹʥȂʙʶ الʲʸايʗيʥ تʕʲ تأثʙʻ ال
  

وȄعʛʰ عʻه  (homomorphism)إن الȄʨʴʱل الȑʨʽʻʰ الʶǽ ȑʛʰʳʺى Ǽالهʨمʨمʨرفʜم  
fبـ  : (X,*) (Y,#) Ȍذا فقȂة  إذا وॽم لعʺلʜرفʨمʨمʨه  

f (x * y) f (x) #f (y) , x, y X   . 
fوأن  : (X,*, ) (Y,#, )   ذا فقȂإذا و  ʧʽʱʽم لعʺلʜرفʨمʨمʨهȌ  

f (x * y) f (x) #f (y) , x, y X    

f (x y) f (x) f (y) , x, y X     . 

ـــ  مــʧ العʺلॽــات هــʨ هʨمʨمــʨرفʜم لॽʺʳــع العʺلॽــات الʺʻʱــاʛʣة  nأȑ أن الهʨمʨمــʨرفʜم ل
  وهʚȞا... . ،والʲانॽة مع الʲانॽة ،الأولى مع الأولى

  ʱة ومعʛʽʲؗ اتॽʺʶم تʜرفʨمʨمʨللهʙʺها: هʻة مॽɾود إضاʙعلى ح  
 رفʨمʨمʨى الهʺʶǽ مʜرفʨومʙالانǼ مʜ(endomorphism)  نʨؗ في حالةx=y.  
  مʜفʨʺॽالابǼ مʜرفʨمʨمʨى الهʺʶǽ(epimorphism) .نه شاملاʨؗ في حالة  
  مʜرفʨمʨنʨʺالǼ مʜرفʨمʨمʨى الهʺʶǽ(monomorphism) .اʻايॼʱنه مʨؗ في حالة   
  مʜرفʨمʨʶǽم اʜرفʨمʨمʨى الهʺʶǽ(isomorphism) .اʻايॼʱنه شاملا ومʨؗ في حالة 

 ǽ مʜرفʨمʨاوت ʧايॼʱʺامل والʷم الʜرفʨومʙى الانʺʶ(automorphism) . 

R)مــʧ الॽؔــان f(x)=ln(x)وأخʛʽا مʧ الأمʲلة الʺʙʱاولة ʛʽʲؗا  , )   عــةʨʺʳم))
ـــان  ــادȑ إلــــى الॽؔـ ــ ॽʱب الاعʛــ ــــأثʛʽ الʹــ ــʗ ت ــــة)) تʴــ ॼجʨʺــــة الॽʁॽʁʴاد الʙــ  (+,R)الأعــ

أثʛʽ الʳʺــع الاعॽʱــادȑ هــʨ اʶǽــʨمʨرفʜم ولــʝॽ ((مʨʺʳعــة الأعــʙاد الॽʁॽʁʴــة)) تʴــʗ تــ
ʚلʥ الʴال Ǽالॼʶʻة للʙالة اوتʨمʨرفʜم R)إلى  (+,R)مf(x)=exp(x)  ʧ، وؗ , )  .  
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  :الॻؒان الʦʮʯلʦجي ( الفʷاء الʦʮʯلʦجي )

  ( ʧــ ــار مـ ــة  إن علاقـــة الʺʳـــاورة ( مـــʧ جـ ـــة تعـــʛف  Sعلـــى مʨʺʳعـ ॽخال ʛـــʽغ
تʸʱــف ʸǼــفات تʴــʙدها مʨʺʳعــة  ʧ الʺʨʺʳعات الʜʳئॽة لـــ م Hبʨساʡة مʨʺʳعة 

أو ȞʷǼل مʛʸʱʵ ؗʺا هʨ  (H,K)عʙʻها تعʛف الॽʻʰة الʨʰʱلʨجॽة ǼالʛمK  ʜمʶلʺات 
مʱʶعʺل في ʖʱؗ الʨʰʱلــʨجي وʶȄــʺى الॽؔــان الʨʰʱلــʨجي Ǽالفʹــاء الʨʰʱلــʨجي وʛȄمــʜ لــه 

الʷــʛوȋ  أنملʻــا تعȄʛــʅ الʨʰʱلــʨجي لʨجــʙنا أ، فلــʨ ت(S,(H,K))أو  Ǽ(S, )ــالʜوج 
ــلʺات الॽʻʰـــة  وهـــʚه الʷـــʛوȋ تʱʵلـــف Ǽـــا الأرȃعـــة ॽة العʸʻـــʛ فـــي هـــي مʶـ ـ̋ـ خʱلاف تʶـ

  الʨʰʱلʨجي.
  

  أȑ أن هʻــاك دالــة Xمʲلا اذا وفʛنا دالة الʺʶافة على مʨʺʳعة غʛʽ خالॽة   
d : X X R  أن ʘʽʴǼ:  

   

 d(x, x) 0 , x X   , 

 d(x, y) 0 x y, x, y X     , 

 d(x, y) d(y, x), x, y X   , 

 d(x, y) d(y, z) d(x, z), x, y, z X    . 
 

 ʛʸʻها عʜ ʛؗحة مʨʱة مفʛؗ ىʺʶي تʱحة الʨʱلة الʺفʴʺف الʛها تعʙʻعx  ـــي فـــ
X  هاʛʢف قʸونr  قي فيॽʁد حʙعR  :الاتيǼ B(x, r) {y d(x, y) r} .  

فــي نفــʝ الʺʴلــة وأن  yو  xعʻــي أن فــأن ذلــB(x,r) ǽ ʥعʸʻــʛا فــي  yفإذا ؗــان 
y  ʧع ʙعॼيx  ʧافة أقل مʶʺǼr.  
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فأن عʙم الاخʱلاف  SوȂذا ؗان تعʅȄʛ الʨʰʱلʨجي تعʅȄʛ علاقة الʛʽʳان على 
ــافʕ   في علاقات الʛʽʳان لا بʙ أن ʲʺǽل الʱؔافʕ الʨʰʱلʨجي. ـــ ــ ــ ــ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ـــ ــ وأن أداة الʱؔـ

ــام  (homeomorphism)الʨʰʱلʨجي هي  ـــʛʺʱة الʷــ لة الʺॼʱايʻــــة تلــــʥ الʙالــــة الʺʶـ
 ȑدʙـــ ـــʺʧ الʱؔــــافʕ العـ ــة ǽʹـ ــ ʻايॼʱنهــــا شــــاملة ومʨؗ ة. إنʛʺʱــ ــــة مʶــ ـــها دال ــــي معʨȞسـ ʱال
لعʻاصʛ مʨʺʳعʱي الʨʢر، أما ʨؗنها مʛʺʱʶة فʱعʻي أن صʨر العʻاصʛ الʺʳʱاورة في 
الॽʻʰة الأولى تʨؔن مʳʱــاورة فــي الॽʻʰــة الʲانॽــة، أمــا ʨؗنهــا معȞــʨس الʙالــة دالــة مʶــʛʺʱة 

Ȟي أن معʻعǽ ʥــاورة فأن ذلʳʱن مʨَؔــ ǽُ ــةॽانʲــة الॽʻʰاورة في الʳʱʺال ʛاصʻرة العʨس صʨ
  في الॽʻʰة الأولى.

  ن الʙʯتʮʻي:الॻؒا

إن اســـʦ الॽؔـــان ǽعʰـــʛ عـــʧ الॽʻʰـــة الʛʱتॽʰʽـــة ǼأشـــȞال الʺʱʵلفـــة وȄقـــʙم جʺالॽـــة و   
له فʨائʛʽʲؗ ʙة. فʺʧ أجل تعȄʛــʅ علاقــات تʛتॽʰʽــة علــى مʨʺʳعــة ʡــʨر  وتʻاسقاً  تॽʤʻʺاً 

X ʱʶأن ن ʙة:لا بॽالʱات الॽيهʙʰض الʛع  

  انعȞاسॽة.  Rعلاقة . 1

  غʛʽ انعȞاسॽة.  Rعلاقة . 2

  لا مʻʱاʛʣة. R. علاقة 3

  مʱعǽʙة. R. علاقة 4

   مʸʱلة. R. علاقة 5

6 ʧة مॽئʜعة جʨʺʳؗل م .X  ل     مقʙʽة مʧ الأعلى لها أصغʛ قʙʽ أعلى، وؗ

     ʧة مॽئʜعة جʨʺʳمX .أدنى ʙʽق ʛʰالأسفل لها أك ʧة مʙʽمق  

7 . ʧة مॽائʻة ثॽئʜعة جʨʺʳكل مX .أدنى ʙح ʛʰأعلى وأك ʙح ʛة لها أصغʙʽمق  

aهʻاك عX ʛʸʻجʜئॽة مA  ʧ. ؗل مʨʺʳعة 8 A  ʘʽʴǼ(a, x) R لؔل 

   x A.  
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  ألان ʧȞʺǽ أن نقʙم Ǽعʠ الॽؔانات الʛʱتॽʰʽة:

 ( Partially ordered set ): مʦʸʱعة جʚئॻة الʙʯتʔʻ: الॻؒان الأول

 ʗســʨʰــان بـــ الॽؔا الʚانا هॽى أحʺʶǽ(Poset)                لاثــيʲال ʨوهــ . 

X , ( R,{4,3,1}))(.  الʲم(Z, ).  
 

 ( Ordered set )الʦʸʱʸعة الʙʸتॺة: : لʰانيالॻؒان ا

ʖــ ـــʢॽة الʛʱتʽـــ ــʺى أحॽانـــــا ʨʺʳʺǼعـــــة ʶǼــ ــʖ أو  وتʶـــ أو مʨʺʳعـــــة خॽʢـــــة الʛʱتʽـــ
 .ʖــʽتʛʱــة الॽعــة ؗلʨʺʳأو م ʖــʽتʛʱــلة الʶلʶعة مʨʺʳلاثــيمʲال ʨوهــ                  

(X , ( R,{5,4,3,1})) .  الʲم(R, ).  
  

 ( Strictly ordered set )الʦʸʱʸعة صارمة الʙʯتʔʻ: : لʰالʖالॻؒان ا

,Z)مʲال  .(X , ( R,{ 4,3,2}) )وهʨ الʲلاثي  ).  
  

 ( Complete set )الʦʸʱʸعة الؒاملة: : لʙاǺعالॻؒان ا

,R). مʲال (X , ( R,{ 6,4,3,2}) )وهʨ الʲلاثي  ).  
  

 ( Lattice )الʣॺʵʸ: : لʳامʛالॻؒان ا

,Z). مʲال (X , ( R,{ 7,4,3,1}) )وهʨ الʲلاثي  ) ) ةʨعة القʨʺʳال مʲم .
  مʨʺʳعة ؗل الʺʨʺʳعات الʜʳئॽة لʺʨʺʳعة ما ).

  

 ( Well ordered set )الʦʸʱʸعة حʴʹة الʙʯتʔʻ: : لʴادسالॻؒان ا

       وʶȄــʺى أǽʹــا بـــ Ǽالʺʨʺʳعــة اعॽʱادǽــة الʛʱتʽــʖ  وهــʨ الʲلاثــي          

(X ,R,{8,5,4,3,1})) الʲم .(N, ).  
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إن العلاقة بʧʽ الॽؔان الʛʱتʰʽي والॽؔان الȑʛʰʳ علاقة وثॽقة فــأن الʰʳــʛ الʰــʨلي 
الȑʚ قʙم على أنه ॽؗان جʲʺǽ ȑʛʰل إحȐʙ حلقات الʨصل بʧʽ الॽؔان الȑʛʰʳ والॽؔان 
الʛʱتʰʽــي والॽؔــان الʨʰʱلــʨجي. أمــا أداة الʺقارنــة بــʧʽ الॽؔانــات الʛʱتॽʰʽــة فهــي الʴʱــȄʨلات 

الʱي تʴافȎ على الॽʻʰة الʛʱتॽʰʽة ومʧ أمʲلʱها الــʙوال الʺʜʱايــʙة  الȄʨʽʻʰة وهي تلʥ الʙوال
إن اهʱʺامــات الȄʛاضــॽات تʲʺʱــل فــي هــʚه الॽؔانــات الʲلاثــة  وأخʛʽا،والʙوال الʺʻʱاقʸة. 

  وتألॽفاتها.

  

  :أسʭلة

  ما الʺقʨʸد Ǽالॽؔانات والʻʰى والȄʨʴʱلات الȄʨʽʻʰة. .1

 ॽʰʽة.عʛف ؗلا مʧ الॽؔانات الȄʛʰʳة والʨʰʱلʨجॽة والʛʱت .2

 .ما هʨ الॽؔان الȑʛʰʳ الʨʰلي .3

 مع تعȄʛفها وذʛؗ مʲال لؔل نʨع. الʛʱتॽʰʽة اذʛؗ خʺʶة أنʨاع مʧ الॽؔانات .4

 اذʛؗ الʰʻى الȄʛاضॽة الʲلاثة. .5

  ما هي أداة الʱؔافʕ الʨʰʱلʨجي . .6


