
  Dynamical Systems ةالنظم الحر�� 

التطب�ق�ـة والعدیـد  فـي الر�اضـ�اتالمهمـة م �هامفـمـن ال )ة(الدینام��� ةالنظم الحر�� �عد مفهوم

یتــألف عــادةً مــن فــي التطب�قــات الواقع�ــة ن النظــام الحر�ــي إعمومــا فــ مــن المواضــ�ع ذات العلاقــة.

 دیجـــالإ Fixed Ruleالمم�نـــة إضـــافة إلـــى قاعـــدة ر�اضـــ�ة ثابتـــة  Statesمجموعـــة مـــن الحـــالات 

نقطـة فـي فضــاء  اعتماد�ـةتصـف   ثابتـةالقاعـدة ال  هـذهو  ،"الحالـة الحال�ـة" بدلالـة "حـالات سـا�قة"

علــى الــنظم الحر��ــة، النمــاذج الر�اضــ�ة التــي تَصِــف تـَـأَرجُح   الأمثلــةهندســي علــى الــزمن. ومــن 

ئ�ــة بیئــة ماُ�ــلّ موســم ر��ــع فــي  الأســماك، وعــدد أنبــوبتــدف� المــاء فــي  و بنــدول (رقــاص) ســاعة، 

  .�حیرة سد الموصل معینة، ولتكن

فـي الر�اضـ�ات والفیز�ـاء  هـو الفضـاء الـذ� تُمَثـّل ف�ـه جم�ـع  Phase Spaceفضاء الطـور إن 

الحالات المم�نة للنظام، مع أن �ل حالة مم�نة في النظام تقابل نقطـة وحیـدة فـي فضـاء الطـور. 

  .ر�ةاستقرار�ة بؤ   �والش�ل الآتي یوضح فضاء طور لنظام حر�ي ذ

  

 

 
  استقرار�ة بؤر�ة ر لنظام حر�ي ذوفضاء طو  )1( الش�ل

  

 مسـائلم��ان�ـك نیـوتن. وهنـاك علـوم طب�عـة و إلـى تعود الجذور التار�خ�ة لمفهوم  الـنظم الحر��ـة 

 إذ إن. معینـــة الحر��ــة فیهـــا ضـــمن�اً مِــن قِبـــل علاقـــة لـــنُظمل  الثابتـــة قاعــدةالتطـــور طـــى ع�ُ هندســ�ة، 

 Difference، أو معادلـــة فرق�ـــة Differential Equationتكــون معادلـــة تفاضـــل�ة  إمـــا أنالعلاقــة 

Equation  ــــد ــــي آخــــر. إن تحدی ــــاس زمن ــــة"أَو مق� ــــب تكــــرار  "الحال ــــة المســــتقبل�ة یتطلّ ــــع الأزمن لجم�

Iterating عدید. إنّ إجراء التكـرار �شـار إل�ـه �اسـم حَـلّ النظـام. وعنـدما  ُ�مِْ�ـن للنظـام  مرات العلاقة

 جم�ـع المواقـع المسـتقبل�ة، إیجـاد، فمـن المم�ـن �Initial Pointـة  أَنْ ُ�حـل، وعنـد إعطـاء نقطـة ابتدائ

  .Orbit مدارالأَو Trajectory  مسارالهي ع�ارة عن حشد من النقا� المعروفة �اسم و 



تُعطـى مـن مجموعـة الأعـداد الحق�ق�ـة  State فـي أّ� زمـن ��ـون فـي حالـةإن النظـام الحر�ـي 

�حالــة إن المقصــود ملائــم.  State Space فضــاء حالــة التــي ُ�م�ــن أَن تُمثّــل مِــن قِبــل نقطــة فــي

إنّ قاعدة تطور النظام الحر�ي . النظام هي المعلومات اللازمة لكي �م�ن تطبی� القاعدة الثابتة

الحــالات المســتقبل�ة ســوف تلــي الحالــة الحال�ــة. إنّ القاعــدة  أ�هــي القاعــدة الثابتــة والتــي تصِــف 

زمـن مُعطـى فهنـاك حالـة مسـتقبل�ة  أ��معنـى انـه عنـد  ،Deterministicالثابتـة هـي قاعـدة حتم�ـة 

ممــا تقــدم یتضـح لنــا �ـان النظــام الحر�ـي یتــألف مــن  مـن الحالــة الحال�ـة. تجــيءواحـدة فقــ� سـوف 

  "الحالة الحال�ة" من "الحالة السا�قة". إیجادمجموعة من الحالات المم�نة، مع قاعدة تقوم ب

  

  )1( المثال

  نفرض أن الدالة:

 xxf 2)(                                                                            (1 ) 

�عـــادل ضـــعفه. و�مـــا هـــو  اً ، عـــددxص لكـــل عـــدد الثابتـــة التـــي تُخصِـــ الر�اضـــ�ة هـــي القاعـــدة

 xالمتغیـر فرضـنا أن اضـي سـهل. فلـو هـي نمـوذج ر� ( 1)واضح فان الدالة المعرّفة في المعادلـة 

تمثــل حجــم  xf)(ن أ، و �Laboratory Cultureمثــل حجــم مجتمــع ��تر�ــا فــي مُســتنبت مختبــر� 

ن ال��تر�ا تتكاثر �الانشطار، إذ إ، و�ما هو معروف فمجتمع ال��تر�ا في هذا المُستنبت �عد ساعة

تُظهر الحق�قة التي  القاعدة الثابتةهذه لذا فإن . احدة خلیتان �عد مدة زمن�ة معینةتص�ح الخل�ة الو 

 مفادهـــا �ـــان حجــــم مجتمـــع ال��تر�ــــا یتضـــاعف �ــــل ســـاعة. فلــــو �ـــان حجــــم المُســـتنبت الابتــــدائي 

)10000(2)10000(20000ســـ��ون ��تر�ـــا، فانـــه �عـــد ســـاعة  خل�ـــة 10000 f  تر�ـــا، و�عـــد��

))10000((2)100002(40000س��ون ساعتین  ff  تر�ا،...الخ.خل�ة��   

ــة الحال�ــة"  إیجــادتُمَ�ننــا مــن  f(x)=2xإن القاعــدة الر�اضــ�ة   بدلالــة "الحالــة الســا�قة" nx"الحال
1nx  ،إذ إن nx  مثـــل حجـــم مجتمـــع ال��تر�ـــا فـــي الـــزمن�n . هـــذه القاعـــدة  �م�ـــن ب�ســـر تحو�ـــلو

  الر�اض�ة إلى نظام حر�ي وعلى النحو الآتي:

  .x=f(x) متماثلان فإننا نضع اهومد النظام الحر�ي مُنطلَ�أن طالما  -أ

، nx، ف�صــ�ح nبدلالــة "الـزمن الحـالي"  ،x=f(x)ل الطـرف الأ�سـر مــن العلاقـة الأخیـرة ، نُـدلّ  -ب

)( ، ف�ص�حn-1 دلالة الزمن الساب� ل الطرف الأ�سر منها بونُدلّ  1nxf.  

  ف��ون لدینا النظام الحر�ي الآتي المعبّر عن تكاثر ال��تر�ا: -ت
  

                   ,....3,2,1;2)( 11   nxxfx nnn                   (2 ) 
  

و�مــا هـو واضــح . �nمثـل حجــم مجتمـع ال��تر�ــا عنـد الـزمن  �nxمثــل الـزمن، و  nهنـا الـدلیل     

الحجم الحالي لمجتمع ال��تر�ا بوحدان�ة من  إیجاد�م�ننا  هفان القاعدة هنا هي حتم�ة، �معنى أن

  حجمه قبل ساعة.
  

  ملاحظة

متقطعـة مـع الـنظم الحر��ـة  اً غال�ا ما �مثل الـزمن، وهـو دائمـا �أخـذ ق�مـ nنشیر إلى أن الدلیل  -1

,,....,المتقطعة، و�حیث �غطي جم�ع الق�م المم�نة من المتغیر:  210 xxx.  



  �الش�ل الم�افئ الآتي: )1 (�م�ن �تا�ة النموذج  -2

,....3,2,1,0;2)(1  nxxfx nnn  

 تصنیف النظم الحر��ة  

  مختلفة: زوا�ا�م�ن تصنیف النظم الحر��ة من 

  إذ تُصنف النظم الحر��ة إلى:الحتم�ة: من حیث  -1

إذ لا ُ�سـمح لأ� تــأثیر عشــوائي  :Dynamical Systems Deterministicنظـم حر��ــة حتم�ـة   -أ

 على النظام الحر�ي.

إذ ُ�ســمح  :Stochastic (Deterministic Dynamical Systemsنظــم حر��ــة غیــر حتم�ــة (تصــادف�ة  - ب

 الحر�ي. وجود تأثیرات عشوائ�ة على النظامب

  إذ تصنف النظم الحر��ة إلى: من حیث الزمن: -2

(أو اختصــارا نظــم   Discrete-Time Dynamical Systemsنظــم حر��ــة ذات زمــن متقطــع  -أ

فــي الــنظم  .� عنــد أزمنــة منفصــلة (متقطعــة)بــحر��ــة متقطعــة)، إذا �انــت القاعــدة الثابتــة تُط

مـن قـوم بتحـدیث وضـع�ة النظـام � Input ن "الحالـة الحال�ـة" تكـون مُـدخلاإالحر��ة المتقطعة فـ

ســ��ون ونشــیر إلــى أن تعاملنــا فــي هــذا الكتــاب  Output.خــلال إنتــاج حالــة جدیــدة  �مُخــرج 

  مقتصرا على لنظم الحر��ة المتقطعة.

(أو اختصــارا نظــم   Continuous-Time Dynamical Systemsنظــم حر��ــة ذات زمــن مســتمر -ب

   � عند أزمنة متصلة (مستمرة).بة الثابتة تُطحر��ة مستمرة)، إذا �انت القاعد

  

  من حیث طب�عة العلاقة -3

التي �م�ن حلها بدلالة دوال  لنُظموهي ا :Linear Dynamical Systemsنظم حر��ة خط�ة   -أ

. و�م�ــن التحقــ� مــن �ــون النظــام �م�ــن تصــن�فهر�اضــ�ة ســهلة، وان ســلوك جم�ــع المــدارات 

، الــذ� یــنص Superposition Principleمبــدأ التراكــب ر الحر�ــي خط�ــا أم لا وذلــك �اخت�ــا

. "�ـذلك حـلٌّ  لهـاتر�ی�ة خط�ة لحلول معادلة تفاضل�ة/ فرق�ة متجانسة، ��ـون  ةأ�"علـى أن 

nnnأ�ضـا  �ـان�حققان المعادلة التفاضـل�ة/ الفرق�ـة المتجانسـة، و  nvو  nuفلو �ان  vuy  

xfy)(�انت  إذا�حققها، فعندئذ فق� یتحق� مبدأ التراكب. ر�اض�ا،  :و�ان ،  
  

),()()( vfufvuf                                           (3 ) 
  

  التراكب. ، فعندئذ یتحق� مبدأو   لأ� ثابتین     

لا الــلا خط�ــة إن الــنظم الحر��ــة  :Linear Dynamical Systemsنظــم حر��ــة لا خط�ــة   -ب

ســلوك عشــوائي  �أنــهتُظهــر ســلو�ا متقلّ�ــا جــداً، والــذ� یبــدو �م�نهــا أن التراكــب، و  مبــدأتحقــ� 

 حتم�ــة ول�ســت عشــوائ�ة). وهــذا الســلوك المتقلّــب أنظمــةنــتكلم عــن  �أننــا(نــذّ�ر القــار� الكــر�م 

  ، انظر الفصل القادم.Chaosالفوضى الهَ�اء أو یدعى 

  



  

  

  )2 ( المثال

  �ان النظام الحر�ي المتقطع: إذاتحق� ف�ما 

,....2,1,0;1  nbxx nn  

 خط�ا أم لا.

  الحل

1)(ا ـو �تبنـل nn xfx  فان ،bxxf )( أن. للتحق� من مبدأ التراكب، نجد:  

)()( vubvuf  
                                                        (i) 

  �ذلك
)()()()( vbubvfuf  
 

  أ� إن

 
).()()( vubvfuf  

                                                  (ii) 

و�ذلك ��ون هذا  ،و   لأ� ثابتین  ن مبدأ التراكب یتحق�إلهذا ف ؛(ii)=(i) نلاح� أنو 

  .االنظام الحر�ي خط�

  

 Iterates of Functions تكرارات الدوال 

ــا العــدد  إلــى الحاســ�ة الشخصــ�ة، ثــم قمنــا �الضــغ� علــى المفتــاح  0.5لنفــرض أننــا أدخلن
2x ،

سـ��ون أن العـدد الظـاهر علـى الشاشـة  سـنجدننا �التأكید الذ� �قوم �التر��ع، على نحو متكرر، فإ

  المتتال�ة الآت�ة:
  

X={0.5, 0.25, 0.0625, 0.00390625, 0.0000152858,…..} 
       

)(2فرضنا أن ولو  xxf  5.00، وان x ،ن المتتال�ة إفX :م�ن �تابتها على النحو الآتي�  

X={ )))),...(((())),((()),((),(, 00000 xffffxfffxffxfx }. 

   fللدالة  �النس�ة 0xتكرارات العدد إن الأعداد التي تظهر ضمن عناصر المتتال�ة الأخیرة تسمى 

Iterates of 0x  for f .  

  

  

  



  

  

  )1 (التعر�ف 

  ن:إ، فf لدالةاDomain (مجال)  مُنطلَ�تقع ضمن  0x النقطة�انت  إذا

)()( 00
]1[ xfxf   �0سمى التكرار الأول للعددx  النس�ة للدالة�f.  

))(()( 00
]2[ xffxf   �0سمى التكرار الثاني للعددx  النس�ة للدالة�f.  

)))((()( 00
]3[ xfffxf   �0سمى التكرار الثالث للعددx  النس�ة للدالة�f  

  ن:إو�ش�ل عام ف

)...))((...()( 00
][ xfffxf n   سمى التكرار�n  0للعددx النس�ة للدالة� f  .   

  

  ملاحظة

.)( 00
]0[ xxf   

 Orbit: المدارات 

عـــرّف علـــى النحـــو فـــي علـــم الفلـــك، و�ســـتخدم أ�ضـــا مـــع الـــنظم الحر��ـــة، و�ُ  المـــدار مصـــطلحٌ  

  الآتي. 

 

  )2(التعر�ف 

}){(},),(){...,(المتتال�ة إن 0
]2[

0000
][ xfxfxxf n
n 

 مدار  تسمىOrbit  

  f.�النس�ة للدالة   0xالنقطة 

  

  )3( المثال

5.00جد مدار  النقطة  x   �1النس�ة للدالة)( 2  xxf.  

  

  الحل

  ا المثال یدو�ا و�ما مبین في الجدول الآتي:�م�ن حل هذ
  

n 0 1 2 3 4 … 

)( 0
][ xf n

 
-0.5 1.2500 2.5625 7.5664 58.2505 … 

 



  :Orbit، واسمه �ما �م�ن حله حاسو��ا بوساطة البرنامج الآتي
  

clear 
clc 
x0=-0.5; 
x(1)=x0; 
n=0:4; 
for i=2:length(n) 
 x(i)=x(i-1)^2+1;    
end 
disp('       n        f[n]') 
disp([n' x']) 
plot(n,x) 
title('Orbit of x0=-0.5 for f(x)=x^2+1') 
xlabel('n') 
ylabel('f[n]') 
grid on 

  ونتائج الحاسوب هي:

    n           f[n] 
         0       -0.5000 
    1.0000    1.2500 
    2.0000    2.5625 
    3.0000    7.5664 
    4.0000   58.2505 

  

  
  )4(المثال 

20جد مدار  النقطة     x   النس�ة للدالة�)cos()( xxf . 
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Orbit of x0=-0.5 for f(x)=x2+1
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]



  الحل

  �عد إدخال المعلومات اللازمة إلى البرنامج الأخیر نحصل على النتائج الآت�ة:
      n          f[n] 
         0       2.0000 
    1.0000   -0.4161 
    2.0000    0.9147 
    3.0000    0.6101 
    4.0000    0.8196 
    5.0000    0.6825 
    6.0000    0.7760 
    7.0000    0.7137 
    8.0000    0.7559 
    9.0000    0.7276 
   10.0000    0.7467 

  

)(نإو�ما هو واضح ف 0
][ xf n

 n.لما ازدادت ق�مة �  0.7391 تقترب من 
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]


