
 Dynamical Systems ةالنظم الحر�� 

 Fixed Points النقا� الثابتة 

تسمى نقطة ثابتة. وتعـد دراسـة النقـا� إن النقطة التي تكون تكراراتها متماثلة، ثابتة لا تتغیر، 

  الثابتة لأ� نظام حر�ي من المسائل ال�الغة الأهم�ة لكونها ترت�� �استقرار�ة النظام.
  

  )3(التعر�ف 

 Fixedثابتة  نقطة، فإنها تكون fالدالة  مُنطلَ�تقع في  pطة إذا �انت النق

Point  للدالةf :إذا حققت الشر� الآتي  

f(p)=p.                                                                                      (6-20) 

  

  ملاحظة

إذا وفقـ� إذا قـاطع (أو لامـس) المنحنـي  fدالـة تكـون نقطـة ثابتـة لل  pن النقطـة إمن الناح�ـة الب�ان�ـة فـ

f  المستق�مy=x  عند النقطة(p,p)انظر الش�ل الآتي ، 
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  النقا� الثابتة ب�ان�ا إیجاد )4(الش�ل 

  

   

  تصنیف النقا� الثابتة 
 Classification of Fixed Points 

 نقا� جاذ�ة أو طاردة.المبرهنة الآت�ة تلخص تصنیف النقا� الثابتة إلى 

  

   )1( المبرهنة

  :p النقطة الثابتةللاشتقاق عند  ةقابلو  Rفي مجموعة الأعداد الحق�ق�ة  اً تطب�ق fإذا �انت 

')(1فإذا �انـت   - أ pfن إ، فـp نقطـة ثابتـة  جاذ�ـة   تسـمىAttracting Fixed Point  )أو 

 .f ) للتطبی�Sinkغَور 



')(1وإذا �انــت  -ب pfن إ، فــp نقطــة ثابتــة  طــاردة  تســمىRepelling Fixed Point )أو 

 .f) للتطبی� Sourceینبوع 

')(1أما إذا �انت -ت pfن أ، فp  أو غیر ذلك طاردةأو  جاذ�ةمم�ن أن تكون. 

 

  )8( المثال

  : 0افرض أن لد�ك  التطبی� اللوجستي �المعلمة 

10);1()(  xxxxf                                 
 

  نقطة ثابتة جاذ�ة. �0حیث تكون  جد ق�م  -أ

  � ثابتة.ا�ون هناك نق��حیث  جد ق�م  -ب

  .أو طاردةجاذ�ة  ثابتةال� انقالتي تكون فیها ال جد ق�م  -ت

  

   الحل

.)1()( 2xxxxxf    

    -أ

ppf )(  

ppp  2  
  

1 أو  0pتكون  أنلذا إما  p بـدوره �قـود إلـى أن الأخیر ، وهذا/11p ولـو .

�10انـت    0/11، فـان   هـي   [0,1]، و�ـذلك ��ـون لـدینا نقطـة ثابتـة واحـدة فـي الفتـرة

.p=0 

و  01p  :[0,1]، فهناك نقطتان ثابتتان مختلفتان في الفترة 1عندما تكون  -ب

/112 p .  

  :نلاح� أننقا� الثابتة جاذ�ة أم طاردة، لمعرفة ف�ما إذا �انت ال -ت
  

.2
)(

)(' x
dx

xdf
xf    

,)0('  f  

.2)/11(2)/11('  f  
  

10فــــإذا �انــــت    0(1، فــــان('  f و�ــــذلك تكــــون النقطــــة الثابتــــة ،p=0  هــــي نقطــــة

�الطر�قــة نفســها نجـد أن النقطــة الثابتــة  هــي نقطــة طـاردة. p=0، فـان 1جاذ�ـة. أمــا إذا �انــت 

/11p 31تكون جاذ�ة عندما تكون   3، وتكون طاردة عندما تكون. 

  



  )9 ( المثال

  : لد�ك التطبی� افرض أن  
  

xxxf 52)( 2    
                              

جد النقا� الثابتة لهذا التطبی� وصنفها:  .R  في مجموعة الأعداد الحق�ق�ة 

  یدو�ا. -أ

  حاسو��ا. -ب

  

  الحل

  -أ 
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  ولتصنیف هاتین النقطتین الثابتتین، نجد أن:

155)0(4)0(

54)(

'

'





f

xxf

  

01لذا فإن  p  طاردة. �ذلك:هي نقطة  

175)3(4)3(' f
 

32لذا فإن  p .نقطة طاردة أ�ضا  

ومن ثم  fالنقا� الثابتة لأ� تطبی�  إیجاد، �قوم بFixedPointsالبرنامج الآتي، واسمه  -ب

  تصن�فها إلى نقا� جاذ�ة أو طاردة. 

  

% Fixed Points 
clear 
clc  
syms x ; 
f=2*x^2-5*x 
n=2; 
disp('Fixed Points are:') 
p=solve('2*p^2-5*p=p'); 
disp(p) 
disp('Df=df(x)/dx:') 
d=diff(f); 



disp(d) 
np=length(p); 
d1=double(subs(d,p)); 
for i=1:np 
    disp('--------------------------------------') 
if abs(d1(i))<1 
    disp(p(i)) 
    disp('is an attracting fixed point (Sink)') 
  
elseif abs(d1(i))>1 
    disp(p(i)) 
    disp(' is a repelling fixed point (Source)') 
end 
end 

  ونتائج البرنامج هي:

f = 
2*x^2 - 5*x 
Fixed Points are: 
 0 
 3  
Df=df(x)/dx: 
4*x - 5 
-------------------------------------- 
0 
 is a repelling fixed point (Source) 
-------------------------------------- 
3 
is a repelling fixed point (Source) 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  تمار�ن

  :التي تقابلها xf)(�النس�ة للدالة   في أدناه  0xنقطة  �ل جد مدار   -1

a-
2

0 )(,1 xxfx 
. 

b-
1)(,1 2

0  xxfx
. 

c- 1)(,2 2
0  xxfx . 

d-
4

1
)(,0 2

0  xxfx . 

e-
2

0 44)(,
3

1
xxxfx  . 

Ans: 
{1,1,1,1,1,…}, 
{-1,0,-1,0,-1,…}, 
{-2,5,26,677,458330,…}, 
{0.025, 0.3125, 0.347656…, 0.370864…,…}, 

      {0.3333…, 0.8888…, 0.3950…,0.9559….,…}. 
  

50 جــد مــدار النقطــة  -2 x النســ�ة للدالــة�)cos()( xxf  ، وتحقــ� عمل�ــا مــن أن)( 0
][ xf n

 

  n.�لما ازدادت ق�مة  0.7391تقترب من 

  

  جد النقا� الثابتة لكل من التطب�قات الآت�ة وصنفها: -3
a- .4)( 2xxxf   

b- .3/)( 3 xxxf   

c- .)( xxf   

d- .)( 1 xexf  

e- ).(sin)( 1 xxf   

f- ./1)( xxf   

Ans. a- 0,3  both are repelling, c- 0 is repelling; 1 is attracting,  e- 0 is repelling. 

 النقا� الثابتة لكل من التطب�قات الآت�ة ثم صنفها:جد  -4

a- .2)( 2xxxf   

b- .2/)3()( 3xxxf   

c- ).tan()( 2 xxxf   
Ans. a- 0 source, 1 sink 
b-0 source, -1 sink, 1 sink. 
c- 0 sink, -0.86033 source. 

  


