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 المحاضرة الخامس عشـر

 ألتطابق الجبري

 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 

 اوجد حل المتطابقات الجبرية الاتية: مثال:

1- 𝒙𝟐 − 𝟏 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟑) 

𝑍3نلاحظ ان  = {0,1,2}، 

0 − 1 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 3) 

1 − 1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3) 

4 − 1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3) 

𝑥0 = 1, 2 

2- 𝒙𝟑 − 𝟐𝒙 ≡ 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟖) 

𝑍8 = {0,1,2,3,4,5,6,7} 

  𝑥0 = 0, 4 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 

 تعريف: 

 

 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 
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 اذا كان  مثال:

 

 الحل:

  

 نجد ان :

 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 

 الدوال العددية

 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 

 تعريف: 

 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ( دالة اويلر دالة ضريبية.1مثال:

 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 

 تعريف: 

 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 
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 مثال:

 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 

  Residue Systems         أنظمة الرواسب )البواقي(

. وحيث أن كل علاقة Zهي علاقة تكافؤ على المجموعة  n( أن علاقة التطابق قياس 12)  أثبتنا في المبرهنة

 تكافؤ تجزئ المجموعة المعرفة عليها الى فصول أو صفوف تكافؤ. اذا  

𝑍/≡𝑛= {[𝑎]/𝑎 ∈ 𝑍} 

 الى مجموعة عن طريق التطابق aوالذي يحول العنصر  [𝑎]. لكن صف أو فصل التكافؤ Zتجزئة للمجموعة 

𝑎̅ = [𝑎] = {𝑏 ∈ 𝑍: 𝑏 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)} 

       = {𝑏 ∈ 𝑍: 𝑏 = 𝑎 + 𝑛𝑟, 𝑟 ∈ 𝑍} 

        = {𝑎 + 𝑛𝑟: 𝑟 ∈ 𝑍}. 

∴  0̅ = [0] = {𝑛𝑟: 𝑟 ∈ 𝑍 } 

     1̅ = [1] = {1 + 𝑛𝑟: 𝑟 ∈ 𝑍 } 

     2̅ = [2] = {2 + 𝑛𝑟: 𝑟 ∈ 𝑍 }, …,  

    𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = [𝑛 − 1] = {𝑛 − 1 + 𝑛𝑟: 𝑟 ∈ 𝑍 } 

                    = {−1 + 𝑛(1 + 𝑟): 𝑟 ∈ 𝑍} 

     𝑛̅ = [𝑛] = {𝑛 + 𝑛𝑟: 𝑟 ∈ 𝑍 } 

                    = {𝑛(1 + 𝑟): 𝑟 ∈ 𝑍} = [0] 

      𝑛 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = [𝑛 + 1] = {𝑛 + 1 + 𝑛𝑟: 𝑟 ∈ 𝑍 } 

                    = {1 + 𝑛(1 + 𝑟): 𝑟 ∈ 𝑍} = [1], …,  

     2𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = [2𝑛 − 1] = {2𝑛 − 1 + 𝑛𝑟: 𝑟 ∈ 𝑍 } 

                    = {−1 + 𝑛(2 + 𝑟): 𝑟 ∈ 𝑍} = [𝑛 − 1] 

    2𝑛̅ = [2𝑛] = {2𝑛 + 𝑛𝑟: 𝑟 ∈ 𝑍 } 

                    = {𝑛(2 + 𝑟): 𝑟 ∈ 𝑍} = [0], …,  

    [2𝑛 + 1] = [1], [2𝑛 + 2] = [2], …, [3𝑛 − 1] = [𝑛 − 1], 
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    [3𝑛] = [0]. 

 نجد أن  𝑍𝑛بالرمز  𝑍/≡𝑛وعليه فاذا رمزنا للمجموعة 

𝑍𝑛 = {[0], [1], … , [𝑛 − 1] }. 

 .nمجموعة الرواسب قياس والتي تسمى 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 

 (:1مثال )

,𝑍4 = {[0], [1], [2],  حيث ان { [3]

[0] = {0, ∓4, ∓8, … } 

[1] = {1 + 𝑛𝑟} = {1 + 0, 1 ∓ 4, 1 ∓ 8, … } 

       = {… , −7, −3,1,5,9, … } 

[2] = {2 + 𝑛𝑟} = {2 + 0, 2 ∓ 4, 2 ∓ 8, … } 

      = {… , −6, −2,2,6,10, … } 

[3] = {3 + 0, 3 ∓ 4, 3 ∓ 8, … } = {… , −5, −1,3,7,11, … }. 

------------------------------------------------------------------------------------------- 

 (:37مبرهنة )

 .nقياس  n-1 ,… ,3 ,2 ,1 ,0كل عدد صحيح يطابق عددا  وحيدا  من الاعداد 

𝑎اذا كان  بصيغة اخرى: ∈ 𝑍  فيوجد عنصر وحيد𝑟 ∈ 𝑍𝑛 بحيث أن 

 𝑎 ≡ 𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

 البرهان:

𝑎لنفرض أن   ∈ 𝑍  وحسب خوارزمية القسمة، يوجد عددين وحيدين𝑚, 𝑟 ∈ 𝑍 بحيث ان ،𝑎 = 𝑛𝑚 +

𝑟, 0 ≤ 𝑟 < 𝑛وعليهه فأن ، 

 𝑎 ≡ 𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑛), 𝑟 ∈ {0, 1, 2, 3, … , n − 1}. 

 ، بحيث أنsأن وجود عدد اخر والان، لإثبات الوحدانية نفرض 

 𝑠 ≡ 𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑛), , 𝑠 ∈ {0, 1, 2, 3, … , n − 1}  

𝑠اذا   ≡ 𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) وعليه فأن ،s=r. 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 
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,𝑎اذا كان : )38مبرهنة ) 𝑏 ∈ 𝑍 وكان𝑎 ≠ 𝑏 فان ،𝑎 ≢ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑛). 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 

,𝑎0}يقال أن : تعريف 𝑎1, … , 𝑎𝑛−1}  نظام رواسب تام قياسانها n  مكمل قياس(n اذا كان كل عدد ،)

,𝑎0صحيح يطابق عددا  وحيدا  من الاعداد  𝑎1, … , 𝑎𝑛−1  قياسn  اذا .{𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛−1}  نظام رواسب

𝑎اذا وفقط اذا كان  nتام قياس  ∈ {[𝑎0], [𝑎1] … , [𝑎𝑛−1] }  لكل𝑎 ∈ 𝑍 يطلق احيانا  على المجموعة .

{[𝑎0], [𝑎1] … , [𝑎𝑛−1] }  مجموعة البواقي التامة قياسn. 

، يكفي ان نثبت ان كل عدد nمن الاعداد الصحيحة تمثل نظام رواسي تام قياس  nلكي نبرهن أن  ملاحظة:

,0من الاعداد المعطاة يطابق عددا  واحدا  فقط من الاعداد  1, 2, … , n −  .nقياس  1

-------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ثال:م

𝐶أثبت ان المجموعة  (أ) = {0, −9, 12, 8,  .5تمثل نظام رواسب تام قياس  {14

𝐷أثبت ان المجموعة  (ب) = {0, ±1,  .5تمثل نظام رواسب تام قياس  {±2

,2,4}هل أن  (ت) 6, 8,  نظام بواقي تام؟ {11

 الحل:

 ، لان 5المجموعة تمثل نظام رواسب تام قياس  (أ)

0 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 5) 

−9 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 5) 

12 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 5) 

8 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 5) 

14 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 5) 

 وبالتالي فان 

𝑆 = {[0], [−9], [12], [8], [14]} 

 .5هي مجموعة بواقي تامة قياس 

 

 ، لان5المجموعة تمثل نظام بواقي تامة قياس  (ب)

0≡0 (mod 5) 
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1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 5) 

2 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 5) 

−2 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 5) 

−1 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 5) 

 

 ، لان5المجموعة لا تمثل نظام بواقي تامة قياس  (ت)

2≢0 (mod 5) 

4≢1 (mod 5) 

6≢2 (mod 5) 

8≡3 (mod 5) 

11≢4 (mod 5) 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 

 : )14(نتيجة

,𝑟1اذا كان  𝑟2, … , 𝑟𝑛   نظام رواسب تام قياسn  وكان(a, n)=1  حيث أن𝑎 ∈ 𝑍:فان ، 

  𝑎𝑟1 + 𝑏, 𝑎𝑟2 + 𝑏, … , 𝑎𝑟𝑛 + 𝑏   نظام رواسب تام قياسn  لكل عدد صحيحb. 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 

 n    Reduced Residue System نظام الرواسب المختزل قياس

 تعريف:

𝑆ليكن  = {𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛}  نظام رواسب تام قياسnنقول ان المجموعة . 

 𝑇 = {𝑎 ∈ 𝑆: (𝑎, 𝑛) =  .nنظام رواسب مختزل قياس  {1

 مثال:

,0,1}فان ،  n=12اذا كان  (أ) 2, … , ,1,5,7}. فأن  12نظام رواسب تام قياس  {11 يكون  {11

 .12نظام رواسب مختزل قياس 

,0}أذا  كان لدينا  (ب) ∓1, ∓2, ∓3, ∓4, ∓5, ، فعندئذ يكون 12كنظام رواسب تام قياس  {∓6

{∓1,  .12نظام رواسب مختزل قياس  {∓5

-------------------------------------------------------------------------------------------- 
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 ملاحظة:

. nيحتويان على نفس العدد من العناصر لأي عدد  12ل اعلاه ان النظامين المختزلين قياس نلاحظ من المثا

 وهذا ما سنقدمه بالمبرهنة التالية:

-------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

 

 


