
 تمارين إضافية لطرائق الحذف الفترات

Fibonacci Method  

Fibonacci Method: Fibonacci Method can be used to find minimum 

of function one variable. This method markers use of the sequence 

if Fibonacci number [𝑓𝑛]. 

These are defined as: 

𝑓° = 𝑓1 = 1 

𝑓𝑛 = 𝑓𝑛−1 + 𝑓𝑛−2       , 𝑛 = 2,3,4,5…. 

 

𝑓2 = 𝑓1 + 𝑓2 

    = 1 + 1 = 2 

𝑓3 = 𝑓2 + 𝑓3 

     = 2 + 1 = 3 

𝑛 𝑓𝑛 

0 1 

1 1 

2 2 

3 3 

4 5 

5 8 

6 13 

7 21 

8 34 

The basic steps of this method are: 

𝑆𝑡𝑒𝑝 (1): 𝐼𝑛𝑝𝑢𝑡 [𝒂, 𝒃, 𝝐, 𝒏, 𝒇] 𝑖𝑠 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 𝑜𝑓 𝐹𝑖𝑏𝑜𝑛𝑎𝑐𝑐𝑖. 

𝑆𝑡𝑒𝑝 (2): 𝐷𝑒𝑓𝑖𝑛𝑒 𝑫 =
𝒇𝒏−𝟏
𝒇𝒏

(𝒃 − 𝒂). 

𝑆𝑡𝑒𝑝 (3): 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒 𝒙𝟏 = 𝒂 +𝑫 𝑎𝑛𝑑 𝒙𝟐 = 𝒃 −𝑫 

𝑆𝑡𝑒𝑝 (4): 𝐸𝑣𝑎𝑙𝑢𝑎𝑡𝑒 𝑡ℎ𝑒 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝒇(𝒙) 𝑎𝑡 (𝒙𝟏) 𝑎𝑛𝑑 (𝒙𝟐) 𝑡𝑜 𝑜𝑏𝑡𝑎𝑖𝑛 𝒇(𝒙𝟏) 𝑎𝑛𝑑 𝒇(𝒙𝟐). 



𝑆𝑡𝑒𝑝 (5):   
a) If 𝒙𝟏 > 𝒙𝟐 
1)   If 𝒇(𝒙𝟏) > 𝒇(𝒙𝟐) then deleted the interval [𝒙𝟏, 𝒃] and new interval 

[𝒂, 𝒙𝟏]: 

 

2)  If 𝒇(𝒙𝟏) < 𝒇(𝒙𝟐) then deleted the interval [𝒂, 𝒙𝟐] and new interval 

[𝒙𝟐, 𝒃]: 

 

b) If 𝒙𝟏 < 𝒙𝟐 

1)  If 𝒇(𝒙𝟏) > 𝒇(𝒙𝟐) then deleted the interval [𝒂, 𝒙𝟏] and new interval 

[𝒙𝟏, 𝒃]: 

𝑎 𝑥1 𝑏 𝑥2 

𝑓(𝑥1) 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
 تحذف

 الحد الأدنى الحد الأعلى

𝑓(𝑥2) 

𝑎 𝑥1 𝑏 𝑥2 

𝑓(𝑥1) 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
 تحذف

 الحد الأعلى
 الحد الأدنى

𝑓(𝑥2) 



 

2)  If 𝒇(𝒙𝟏) < 𝒇(𝒙𝟐) then deleted the interval [𝒙𝟐, 𝒃] and new interval 

[𝒂, 𝒙𝟐]: 

 

𝑆𝑡𝑒𝑝 (6): 𝐼𝑓 |𝒃 − 𝒂|

< 𝝐 𝑇ℎ𝑒𝑛 [𝑹

=
𝒂 + 𝒃

𝟐
]  𝑎𝑛𝑑 𝑠𝑡𝑜𝑝, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒 𝑔𝑜 𝑡𝑜 𝑠𝑡𝑒𝑝 (2). 

Example: use Fibonacci method to find minimum [𝒇(𝒙) =
𝟑−𝟒𝒙

𝟏+𝒙𝟐
] 

[
𝑎                𝑏 
1 < 𝑥 < 6.5

] 

𝒏 = 𝟖, 𝜺 = 𝟎. 𝟎𝟓 

Solution:  

𝑫 =
𝑓𝑛−1
𝑓𝑛
(𝑏 − 𝑎) 

𝑥1 𝑎 𝑏 

𝑓(𝑥1) 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
 تحذف

 الحد الأعلى
 الحد الأدنى

𝑓(𝑥2) 

𝑥2 

𝑥1 𝑎 𝑏 

𝑓(𝑥1) 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
 تحذف

 الحد الأعلى
 الحد الأدنى

𝑓(𝑥2) 

𝑥2 



    =
𝑓7
𝑓8
(6.5 − 1)  →

 21

34
(5.5) = 𝟑. 𝟒 

𝒙𝟏 = 𝑎 + 𝐷 

     = 1 + 3.4 = 𝟒. 𝟒 

𝒙𝟐 = 𝑏 − 𝐷 

     = 6.5 − 3.4 = 𝟑. 𝟏 

𝒇(𝒙𝟏) =
3 − 4(4.4)

1 + (4.4)2
= −𝟎. 𝟕𝟏 

𝒇(𝒙𝟐) =
3 − 4(3.1)

1 + (3.1)2
= −𝟎. 𝟖𝟗 

 

The new interval is: 

[𝑎, 𝑥1] = [1, 4.4] 

|𝑏 − 𝑎| < 𝜖 

|4.4 − 1| = 𝟑. 𝟒 > 𝝐   نستمر  بالحل 

Iteration (2): 

𝑫 =
𝑓6
𝑓7
(𝑏 − 𝑎) 

𝑎 𝑥1 𝑏 𝑥2 

𝑓(𝑥1) 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
 تحذف

1 

𝑓(𝑥2) 

3.1 4.4 6.5 



    =
13

21
(4.4 − 1) = 𝟐. 𝟏 

𝒙𝟏 = 𝑎 + 𝐷 

     = 1 + 2.1 = 𝟑. 𝟏 

𝒙𝟐 = 𝑏 − 𝐷 

     = 4.4 − 2.1 = 𝟐. 𝟑 

𝒇(𝒙𝟏) =
3 − 4(3.1)

1 + (3.1)2
= 𝟎. 𝟖𝟗 

𝒇(𝒙𝟐) =
3 − 4(2.3)

1 + (2.3)2
= −𝟎. 𝟗𝟗 

 الرسم في الصفحة القادمة 

 

The new interval is  

[𝑎, 𝑥1] = [1, 3.1] 

|𝑏 − 𝑎| = 𝟐. 𝟏 > 𝝐    نستمر  بالحل 

Iteration (3): 

𝑫 =
𝑓5
𝑓6
= (𝑏 − 𝑎) 

    =
8

13
(2.1) = 𝟏.  نستمر  بالحل   𝟐𝟗

 

𝑎 𝑥1 𝑏 𝑥2 

𝑓(𝑥1) 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
 تحذف

1 

𝑓(𝑥2) 

2.3 3.1 4.4 



 

 

 

 

Golden Section Method  

𝐺𝑜𝑙𝑑𝑒𝑛 𝑅𝑎𝑡𝑖𝑜
              
⇒    𝑻 =

𝟏 + √𝟓

𝟐
= 𝟏. 𝟔𝟏𝟖 

𝑇ℎ𝑒 𝑏𝑎𝑠𝑖𝑐 𝑠𝑡𝑒𝑝𝑠 𝑜𝑓 𝑡ℎ𝑖𝑠 𝑚𝑒𝑡ℎ𝑜𝑑 𝑎𝑟𝑒: 

𝑆𝑡𝑒𝑝 (1): 𝑆𝑒𝑡 𝑡ℎ𝑒 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙 (𝒂, 𝒃) 𝑎𝑛𝑑 𝑻 =
𝟏 + √𝟓

𝟐
= 𝟏. 𝟔𝟏𝟖 ,   𝝐 

𝑆𝑡𝑒𝑝 (2): 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑢𝑡𝑒 [𝒙𝟏 =
𝑻 − 𝟏

𝑻
(𝒃 − 𝒂) + 𝒂] 𝑎𝑛𝑑 [𝒙𝟐

=
𝟏

𝑻
(𝒃 − 𝒂) + 𝒂] 

Step (3): Find the function values of (𝒙𝟏) and (𝒙𝟐) and 

𝒇(𝒙𝟏) 𝑎𝑛𝑑 𝒇(𝒙𝟐) 

𝑆𝑡𝑒𝑝 (4):  

a)  
𝐼𝑓 𝒇(𝒙𝟏)
> 𝒇(𝒙𝟐). 𝑇ℎ𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙𝑒𝑡𝑒𝑑 𝑡ℎ𝑒 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙 (𝒂, 𝒙𝟏) 𝑎𝑛𝑑 𝑡ℎ𝑒 𝑛𝑒𝑤 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙 (𝒙𝟏, 𝒃). 

 

b)  
𝐼𝑓 𝒇(𝒙𝟏)
< 𝒇(𝒙𝟐). 𝑇ℎ𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙𝑒𝑡𝑒𝑑 𝑡ℎ𝑒 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙 (𝒙𝟐, 𝒃) 𝑎𝑛𝑑 𝑡ℎ𝑒 𝑛𝑒𝑤 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙 (𝒂, 𝒙𝟐). 

𝑥1 𝑎 𝑏 

𝑓(𝑥1) 𝑓(𝑥2) 

𝑥2 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 



 

𝑆𝑡𝑒𝑝 (5): 𝑐ℎ𝑒𝑐𝑘 |𝒃 − 𝒂| < 𝝐,   𝑹

=
𝒂 + 𝒃

𝟐
 .  𝑂𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒 𝑎𝑛𝑑 𝑔𝑜 𝑠𝑡𝑒𝑝 (2). 

𝑥1 𝑎 𝑏 

𝑓(𝑥1) 𝑓(𝑥2) 

𝑥2 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 



The golden ratio flowchart  

 

Example: find the minimum 𝒇(𝒙) = (𝒙 − 𝟒)𝟐, 𝟐 < 𝒙 < 𝟓  𝑜𝑟 𝒙 ∈
[𝟐, 𝟓], 𝝐 = 𝟎. 𝟎𝟓 

Solution: 

𝑰𝒕𝒆𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 (𝟏): 

𝑥1 =
𝑇 − 1

𝑇
(𝑏 − 𝑎) + 𝑎 

𝒙𝟏 =
1.618 − 1

1.618
(5 − 2) + 2 

              
⇒      

0.618

1.618
(3) + 2 = 𝟑. 𝟏𝟓 

𝑥2 =
1

𝑇
(𝑏 − 𝑎) + 𝑎 

𝒙𝟐 =
1

1.618
(5 − 2) + 2 

              
⇒      

1

1.618
(3) + 2 = 𝟑. 𝟖𝟓 

𝒇(𝒙𝟏) = (3.15 − 4)
2
              
⇒    = 𝟎. 𝟕𝟐𝟐𝟓 

𝒇(𝒙𝟐) = (3.85 − 4)
2
              
⇒    = 𝟎. 𝟎𝟐𝟐𝟓 

 
∴ 𝑇ℎ𝑒 𝑛𝑒𝑤 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙: (𝑥1, 𝑏) = (3.15, 5) 

|𝒃 − 𝒂| = |5 − 3.15| = 𝟏. 𝟖𝟓 > 𝝐  نستمر  بالحل  

𝑰𝒕𝒆𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 (𝟐): 

𝑥1 =
𝑇 − 1

𝑇
(𝑏 − 𝑎) + 𝑎 

𝒙𝟏 =
1.618 − 1

1.618
(5 − 3.15) + 3.15 

              
⇒      

0.618

1.618
(1.85) + 3.15 = 𝟑. 𝟖𝟔 

𝑥1 𝑎 𝑏 

𝑓(𝑥1) 𝑓(𝑥2) 

𝑥2 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

2 3.15 5 3.85 



𝑥2 =
1

𝑇
(𝑏 − 𝑎) + 𝑎 

𝒙𝟐 =
1

1.618
(5 − 3.15) + 3.15 

              
⇒      

1

1.618
(1.85) + 3.15 = 𝟒. 𝟐𝟗 

𝒇(𝒙𝟏) = (3.86 − 4)
2
              
⇒    = 𝟎. 𝟎𝟏𝟗𝟔 

𝒇(𝒙𝟐) = (4.29 − 4)
2
              
⇒    = 𝟎. 𝟎𝟖𝟒𝟏 

 
∴ 𝑇ℎ𝑒 𝑛𝑒𝑤 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙: (𝑎, 𝑥2) = (3.15, 4.29) 

|𝒃 − 𝒂| = |4.29 − 3.15| = 𝟏. 𝟏𝟒 > 𝝐  نستمر  بالحل  

𝑰𝒕𝒆𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 (𝟑): 

𝑥1 = 𝟑. 𝟓𝟗,   𝑥2 = 𝟑. 𝟖𝟓,   𝑓(𝑥1) = 𝟎. 𝟏𝟔𝟖𝟏,   𝑓(𝑥2) = 𝟎. 𝟎𝟐𝟐𝟓 

 

∴ 𝑇ℎ𝑒 𝑛𝑒𝑤 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙: (𝑥1, 𝑏) = (3.59, 4.29) 

|𝒃 − 𝒂| = |4.29 − 3.59| = 𝟎. 𝟕 > 𝝐  نستمر  بالحل  

𝑰𝒕𝒆𝒓𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 (𝟒): 

𝑥1 = 𝟑. 𝟖𝟔,   𝑥2 = 𝟒. 𝟎𝟐,   𝑓(𝑥1) = 𝟎. 𝟎𝟏𝟗𝟔,   𝑓(𝑥2) = 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟒 

𝑥1 𝑎 𝑏 

𝑓(𝑥1) 𝑓(𝑥2) 

𝑥2 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

3.86 5 4.29 3.15 

𝑥1 𝑎 𝑏 

𝑓(𝑥1) 𝑓(𝑥2) 

𝑥2 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

3.59 4.29 3.85 3.15 



 

(𝑥1, 𝑏) = (3.86, 4.29),       |𝒃 − 𝒂| = |4.29 − 3.86| = 𝟎. 𝟒𝟑 < 𝝐 = 0.5 

𝑹 =
𝑎 + 𝑏

2
=
3.86 + 4.29

2
= 𝟒. 𝟎𝟕𝟓 

 

 

𝑥1 𝑎 𝑏 

𝑓(𝑥1) 𝑓(𝑥2) 

𝑥2 

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

3.86 4.29 4.02 3.59 


