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 الديكارتيالضرب   2-

 هو A,B للمجموعتين الديكارتي الضرب حاصل فان مجموعتينA, B  من كل ليكن

 . b ∈ B و  a ∈ A ان حيث (  (a, b المرتبة الأزواج جميع مجموعة عن عبارة

 

𝑨 × 𝑩 = 𝒂, 𝒃  ; 𝒂 ∈ 𝑨 ⋀𝒃 ∈ 𝑩  اي ان :                      

 

 

 :الأساسيةالمفاهيم 

 الزوج المرتب  1-

 (a,b) ب له يرمزa,b  من المتكون المرتب الزوج , عنصرا a ,b  من كل ليكن

 . الثاني المسقط يسمىb والعنصر المرتب للزوج اول مسقط يسمىa  ان حيث



 Remarks: ملاحظات

 :فان عناصر a ,b , c, d من كل  لتكن 1-

𝑎, 𝑏 ≠ 𝑐, 𝑑  in general عامة بصورة  

𝑎, 𝑏 = 𝑐, 𝑑   ⇔   𝑎 = 𝑐  ⋀ 𝑏 = 𝑑     

𝑎, 𝑏 = 𝑏, 𝑎   ⇔     𝑎 = 𝑏 

 :فان مجموعات  A,B من كل  لتكن2-

𝐴 × 𝐵 ≠ 𝐵 × 𝐴                                                           ∶    عامةبصورة  

  : فانB  للمجموعة ينتمي عنصر على تحتوي A المجموعة كانت اذا3-

 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ 𝐴  فإن ذلك يكن لم واذا∅ ∩ 𝐵 = ∅. 

𝐴اي ان                × 𝐵 ∩ 𝐵 × 𝐴 = ∅ ⟺ 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ 

𝐴 × 𝐵 ∩ 𝐵 × 𝐴 ≠ ∅ ⟺ 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅ 



 Remarks: ملاحظات

 m على تحتويB والمجموعة العناصر من  n  على تحتوي A المجموعة كانت اذا 4-

𝐴 فان العناصر من × 𝐵 يحتوي (n .m) العناصر من. 

 

 منتهية غير مجموعةB  أو منتهية غير مجموعة  A المجموعة كانت اذا5-

𝐴فان × 𝐵 ايضا منتهية غير مجموعة. 

 

𝐴فان خالية مجموعةB  أو خالية مجموعة A المجموعة كانت اذا6- × 𝐵 مجموعة 

 .خالية

𝐴اي ان                × 𝐵 = ∅ 



𝐵  لتكن 1:مثال  = 1,3,5    ,        𝐴 = 2,6 

𝐴جد كلا من  × 𝐵            ,  𝐵 × 𝐴 ؟ 

 
 :الحل

𝑛 𝐴 = 2 

𝑛 𝐵 = 3 

𝑛 𝐴 × 𝐵 = 2.3 = 6 

𝐴 × 𝐵 = 2,1 , 2,3 , 2,5 , 6,1 , 6,3 , 6,5  

𝐵 × 𝐴 = 1,2 , 1,6 , 3,2 , 3,6 , 5,2 , 5,6  

  

𝐴 × 𝐵 ≠ 𝐵 × 𝐴 



 2:مثال 

𝐴اذا كانت   -أ = 𝐼𝑅    و𝐵 = ∅          𝐴 × 𝐵 = ∅         ⇐ 

𝐴اذا كانت   -ب = 𝐼𝑅       و           𝐵 = 1 

  𝐴 × 𝐵 = 0,1 , 1,1 , 2,1 , 3,1 , 4,1 … … 

  



𝐴مجموعة فان A ,B لتكن كل من  : 1مبرهنة × 𝐵 = 𝐵 × 𝐴 

𝐴اذا وفقط اذا كانت  = 𝐵. 

 الاتجاه الاول نفرض ان: البرهان

 𝐴 × 𝐵 = 𝐵 × 𝐴 
𝑙𝑒𝑡 𝑎 ∈ 𝐴 ⟹ ∀𝑏 ∈ 𝐵 ⇒ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 × 𝐵 

  ⇒ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐵 × 𝐴 𝐴 × 𝐵 = 𝐵 × 𝐴 معطى  

⟹ 𝒂 ∈ 𝐵 
⟹ 𝑨 ⊆ 𝑩   … (𝟏) 
𝑙𝑒𝑡 𝑏 ∈ 𝐵 ⟹ ∀𝑎 ∈ 𝐴 ⇒ 𝑏, 𝑎 ∈ 𝐵 × 𝐴 

  ⇒ 𝑏, 𝑎 ∈ 𝐴 × 𝐵 𝐴 × 𝐵 = 𝐵 × 𝐴 معطى  

⟹ 𝒃 ∈ 𝐴 
⟹ 𝑩 ⊆ 𝑨     … (𝟐) 

 :علىنحصل   2و1 من 
A=B 

   H.W: البرهان A=B    نفرض ان : الاتجاه الثاني



 :مجموعة اثبت ان  A,B,C,Dكل من لتكن :2مبرهنة 

𝐴 × 𝐵 ∩ 𝐶 = 𝐴 × 𝐵 ∩ 𝐴 × 𝐶  

 :البرهان

 𝑙𝑒𝑡 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 × 𝐵 ∩ 𝐶   

 𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐵 ∩ 𝐶 ⟹ 

⇒ 𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐵 ∧  𝑦 ∈ 𝐶  

⟹  𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐵 ∧  𝑥 ∈ 𝐴 ∧  𝑦 ∈ 𝐶  

⟹  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 × 𝐵 ∩ 𝐴 × 𝐶  

⇒ 𝐴 × 𝐵 ∩ 𝐶 ⊆ 𝐴 × 𝐵 ∩ 𝐴 × 𝐶    … 1 

Now , let 𝑧, 𝑤 ∈ 𝐴 × 𝐵 ∩ 𝐴 × 𝐶 

⟹  𝑧, 𝑤 ∈ 𝐴 × 𝐵 ⋀ 𝑧, 𝑤 ∈ 𝐴 × 𝐶  



⟹  𝑧 ∈ 𝐴 ∧ 𝑤 ∈ 𝐵 ∧  𝑧 ∈ 𝐴 ∧  𝑤 ∈ 𝐶  

⟹  𝑧 ∈ 𝐴 ∧ 𝑤 ∈ 𝐵 ∧  𝑤 ∈ 𝐶  

⟹  𝑧, 𝑤 ∈ 𝐴 × 𝐵 ∩ 𝐶  

⇒ 𝐴 × 𝐵 ∩ 𝐴 × 𝐶 ⊆  𝐴 × 𝐵 ∩ 𝐶      ... 𝟐   

  

  

 :نحصل على  2و1 من 

𝐴 × 𝐵 ∩ 𝐶 = 𝐴 × 𝐵 ∩ 𝐴 × 𝐶  

  





 :الثنائية العلاقة تعريف

𝑷 ولتكن مجموعة A,B من كل لتكن 𝑥, 𝑦  الضرب حاصل على مفتوحة جملة  

𝐴 الديكارتي × 𝐵 الثلاثي فان𝐴, 𝑃, 𝐵من ثنائية علاقة يسمى A  الى B وان  

𝑷 الصدق مجموعة 𝑥, 𝑦  ب لها ويرمز العلاقة بيان يسمى G. 

 𝐺 = 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 × 𝐵:  𝑷 𝑥, 𝑦   صادقة

 

𝐴 من جزئية مجموعة هوG العلاقة بيان ان نلاحظ × 𝐵 

 1:تعريف

𝐴 من جزئية مجموعة اي فان مجموعة A,B من كل لتكن × 𝐵 فاذا علاقة تسمى 

𝐴.   جزئية تكون R    فان  B الى  A من علاقة R كانت × 𝐵 

𝑹ان                                                                        اي  ⊆ 𝐴 × 𝐵 



 2:تعريف

تكون  Rعندئذ   Aتسمى علاقة على R مجموعتان متساويتان فان  A=Bاذا كانت 

. جزئية من 𝐴 × 𝐴 

  

بما ان العلاقات هي مجموعات فان ما يصح على المجموعات يصح على : ملاحظة 

 .الفرق بين علاقتين , تقاطع علاقتين  ,العلاقات مثل اتحاد علاقتين 

 :اي ان 

 :فان  Bالى  Aعلاقتين من   R,Mاذ اكانت 

  
 𝑅 ∪ 𝑀 = 𝑥, 𝑦 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∨ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 
 𝑅 ∩ 𝑀 = 𝑥, 𝑦 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∧ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 
 𝑅 − 𝑀 = 𝑥, 𝑦 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∨ 𝑥, 𝑦 ∉ 𝑀 

  



 
𝐴لتكن  : 1مثال  = 1,2,3 

  𝑅1 = 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑥 ≤ 𝑦 
𝑅2 = 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑥 > 𝑦  
𝑅3 = 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 × 𝐴: 𝑥 = 𝑦  

,𝑅1جد كلا من  𝑅2, 𝑅3 
 

 :الحل

𝐴 × 𝐴 =
1,1 , 1,2 , 1,3 , 2,1 , 2,2 ,

2,3 , 3,1 , 3,2 , 3,3
 

𝑅1 = 1,1 , 1,2 , 1,3 , 2,2 , 2,3 , 3,3  

𝑅2 = 2,1 , 3,1 , 3,2  

𝑅3 = 1,1 , 2,2 , 3,3  



 
𝐴لتكن  : 2مثال  = 0,1,2        ,𝐵 = 3,4,5 

𝑅 = 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 × 𝐵: 𝑥 + 𝑦 = 5  
𝑀 = 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 × 𝐵: 𝑥2 + 𝑦 = 4  

𝑅جد كلا من ∪ 𝑀     , 𝑅 ∩ 𝑀    , 𝑅 − 𝑀 

 :الحل

𝐴 × 𝐵 =
0,3 , 0,4 , 0,5 , 1,3 , 1,4 ,

1,5 , 2,3 , 2,4 , 2,5
 

 𝑅 = 0,5 , 1,4 , 2,3 

𝑀 = 0,4 , 1,3  

𝑅 ∪ 𝑀 = 0,5 , 1,4 , 2,3 , 0,4 , 1,3      

𝑅 ∩ 𝑀 =  ∅  

𝑅 − 𝑀 = 0,5 , 1,4 , 2,3  

 



 :تعريف العلاقة الذاتية

  

,𝑥مجموعة ما تسمى المجموعة التي عناصرها جميع الازواج المرتبة  Aلتكن  𝑦 

𝐴 في × 𝐴 بحيث ان𝑥 = 𝑦  بعلاقة ذاتية على A  ويرمز لها بالرمز𝐼𝐴 

𝐼𝐴 = 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 × 𝐴 ∶ 𝑥 = 𝑦  

𝐴لتكن  :1مثال  = 𝑎, 𝑏, 𝑐  جد العلاقة الذاتية علىA  ؟ 

𝐼𝐴 = 𝑎, 𝑎 , 𝑏, 𝑏 , 𝑐, 𝑐  

 لتكن  :2مثال 

𝑀 = 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍 × 𝑍 ∶ 𝑥2 = 𝑦2  

𝐼𝑀 = … −2, −2 , −1, −1 , 0,0 , 1,1 , 2,2 , −1,1 …  

  



 (:معكوس العلاقة)تعريف عكس العلاقة 

  Bتسمى العلاقة من المجموعة  Bالى المجموعة  A علاقة من المجموعة   Rلتكن 

,𝑦والتي عناصرها هي جميع الازواج المرتبة   Bالى المجموعة  𝑥 بعكس العلاقة  

,𝑥حيث ان   𝑦 ∈ 𝑅   ويرمز لها ب𝑹−𝟏 

 اي ان 

𝑹−𝟏 = 𝑦, 𝑥  ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅  

𝑨لتكن  :2مثال  = 𝟎, 𝟏, 𝟐        ,𝑩 = 𝟑, 𝟒, 𝟓 

𝑹 = 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑨 × 𝑩: 𝒙 + 𝒚 = 𝟓  

𝑴 = 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑨 × 𝑩: 𝒙𝟐 + 𝒚 = 𝟒  

,𝑴−𝟏جد كلا من  𝑹−𝟏  



 

 :الحل

𝐴 × 𝐵 =
0,3 , 0,4 , 0,5 , 1,3 , 1,4 ,

1,5 , 2,3 , 2,4 , 2,5
 

 

 𝑅 = 0,5 , 1,4 , 2,3 

𝑅−1 = 5,0 , 4,1 , 3,2  

𝑀 = 0,4 , 1,3  

𝑀−1 = 4,0 , 3,1  



𝑅−1فان A   من المجموعة علاقة    Rلتكن : 3مبرهنة  −1
= 𝑅  

 :البرهان

 Let 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅−1 −1
 

⟹ 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅−1 
⟹ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 

⟹ 𝑅−1 −1
⊆ 𝑅              … 1  

 

Now, let    𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 

⟹ 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅−1 

⟹ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅−1 −1
 

⟹  𝑅 ⊆  𝑅−1 −1
              … 2  

 :نحصل على  2و1 من 

𝑅−1 −1
= 𝑅 

  





 :المنطلق والمدى للعلاقة 

 𝐵الى   𝐴علاقة من المجموعة  𝑅لتكن 

ويرمز لها  𝑅منطلق العلاقة  𝑅تسمى العناصر الاولى من الزوج المرتب في  -1

.بالرمز   [𝑑𝑜𝑚 𝑅 ] 

 :اي ان 

𝑑𝑜𝑚 𝑅 = {𝑥 ∶ ∃𝑦 ∈ 𝐵 ; (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅} 

ويرمز لها  𝑅 مدى العلاقة  𝑅تسمى العناصر الثانية من الزوج المرتب في  -2

.بالرمز    [𝑟𝑎𝑛 𝑅 ] 

 :اي ان 

𝑟𝑎𝑛 𝑅 = {𝑦 ∶ ∃𝑥 ∈ 𝐴 ; (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅} 

𝑑𝑜𝑚   : واضح من التعريف   𝑅 ⊆ 𝐴    و𝑟𝑎𝑛 𝑅 ⊆ 𝐵   



𝐴لتكن                                                               :  1مثال = {1,2,3}  
   𝐵 = {𝑎, 𝑏}  

  𝑅 = { 1, 𝑎 , 1, 𝑏 , 3, 𝑏 }  
𝑑𝑜𝑚جد كلا من    𝑅   و𝑟𝑎𝑛 𝑅    

 :  الحل 
  𝑑𝑜𝑚 𝑅 = {1,3} 

𝑟𝑎𝑛 𝑅 = {𝑎, 𝑏}   

𝐴لتكن  : 2مثال  =  والمعرفة   𝐴 علاقة على المجموعة 𝑅  ولتكن  {1,3,5}

𝑅بالصيغة       = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴 ; 𝑥 < 𝑦} 

𝑑𝑜𝑚كلا من  جد  𝑅   و𝑟𝑎𝑛 𝑅    
 : الحل 

𝐴 × 𝐴 = { 1,1 , 1,3 , 1,5 , 3,1 , 3,3 , 3,5 , 5,1 , 5,3 , 5,5 }   
 

   𝑅 = { 1,3 , 1,5 , 3,5 }    
𝑑𝑜𝑚 𝑅 = 1,3                     𝑟𝑎𝑛 𝑅 = {3,5} 

 



 فان   𝐵الى المجموعة  𝐴علاقة من المجموعة 𝑅  لتكن : مبرهنة 

1-   𝑑𝑜𝑚 𝑅 = 𝑟𝑎𝑛 𝑅−1    

 :البرهان 

𝐿𝑒𝑡 𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑅  
⇒ ∃ 𝑦 ∈ 𝐵 ; (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 

⇒ ∃ 𝑦 ∈ 𝐵 ; (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅−1 

⇒ 𝑥 ∈ 𝑟𝑎𝑛 𝑅−1          

𝒅𝒐𝒎 𝑹 ⊆ 𝒓𝒂𝒏 𝑹−𝟏      … … (𝟏) 

𝑁𝑜𝑤 , 𝑙𝑒𝑡 𝑥 ∈ 𝑟𝑎𝑛 𝑅−1  
⇒ ∃ 𝑦 ∈ 𝐵 ; (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅−1 
⇒ ∃ 𝑦 ∈ 𝐵 ; (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 
⇒ 𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑅  

 

𝒓𝒂𝒏 𝑹−𝟏 ⊆ 𝒅𝒐𝒎 𝑹     … … (𝟐) 

 



 : علىنحصل  (2)و (1)من  

𝑑𝑜𝑚 𝑅 = 𝑟𝑎𝑛 𝑅−1  

 2-      𝑟𝑎𝑛 𝑅 = 𝑑𝑜𝑚 𝑅−1  

   H.W :البرهان 

 :قصر العلاقات 

𝐶 و 𝐵 المجموعة الى 𝐴 المجموعة من علاقة𝑅   لتكن  ⊆ 𝐴 و 𝐷 ⊆ 𝐵 قصر فان 

   : التالي بالشكل يعرف  𝐷  الى  𝐶 من   𝑅 العلاقة

𝑅/(𝐶 ∗ 𝐷) = 𝑅 ∩ (𝐶 ∗ 𝐷) 
𝐴لتكن   : 1مثال = 1,3,6,8,12   

                                               𝐵 = {2,4,6,10,11} 
𝑅 = { 1,4 , 3,6 , 1,10 , 8,11 , 6,2 , (12,4)} 

  𝐵الى المجموعة  𝐴علاقة من المجموعة 
  D = 4,6        , 𝐶 = 1,3,8      

 ؟   𝐷الى   𝐶من    𝑅جد قصر العلاقة 
 



 : الحل 

𝐶 × 𝐷 = { 1,4 , 1,6 , 3,4 , 3,6 , 8,4 , 8,6 } 

𝑅/(𝐶 × 𝐷) = 𝑅 ∩ (𝐶 × 𝐷) 

   = 1,4 , 3,6    

𝐵لتكن    :  2مثال = 1,2,3    ,  𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} 

𝑅 = { 𝑎, 1 , 𝑏, 3 } 

𝐷وكانت    𝐵الى المجموعة  𝐴علاقة من المجموعة  = 1,2    ,  𝐶 = {𝑎, 𝑏}  
 .   𝐷الى   𝐶من    𝑅جد قصر العلاقة 

 : الحل 

𝐶 × 𝐷 = 𝑎, 1 , 𝑎, 2 , 𝑏, 1 , 𝑏, 2  

𝑅/(𝐶 × 𝐷) = 𝑅 ∩ (𝐶 × 𝐷) 

= 𝑎, 1  

 
 



 

𝐶اذا كانت  : ملاحظة  = 𝐷   , 𝐴 = 𝐵   فان  قصر العلاقة𝑅    على𝐶    يكون 

𝑹/𝑪 = 𝑹𝑪 = 𝑹 ∩ (𝑪 × 𝑪) 

 

𝐴لتكن  : 3مثال = 2,4,8,16,32   

𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴 ; 𝑦 = 2𝑥} 

𝐶ولتكن  = {2,4,8}  

  .   𝐶على    𝑅جد قصر العلاقة 

 

  H .W: الحل 
 





 :  العلاقات تركيب 

,𝐴ليكن كلا من  𝐵, 𝐶  مجموعة غير خالية وكانت𝑅  علاقة من𝐴   الى𝐵  و𝑆  علاقة

𝑆) ويرمز لها   𝑆و  𝑅 ناتجة من تركيب العلاقتين  𝐶الى   𝐵من  ∘ 𝑅)   

 𝑆 ∘ 𝑅 : 𝐴 → 𝐶 . 

,𝐴ليكن كلا من : تعريف  𝐵, 𝐶  مجموعة غير خالية وكانت𝑅  علاقة من𝐴   الى𝐵  و

𝑆  علاقة من𝐵   الى𝐶  فان(𝑆 ∘ 𝑅)  علاقة𝐴 × 𝐶   معرف بالصيغة : 

           𝑆 ∘ 𝑅 = { 𝑥, 𝑧 ∈ 𝐴 × 𝐶: ∃𝑦 ∈ 𝐵; (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅⋀(𝑦, 𝑧) ∈ 𝑆}  

   𝐴علاقة على المجموعة   𝑆و 𝑅لتكن : 1مثال 
𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}  
𝑅 = 𝑎, 𝑏 , 𝑎, 𝑐 , 𝑏, 𝑐     , 𝑆 = 𝑏, 𝑎 , 𝑎, 𝑐 , 𝑐, 𝑏 , (𝑏, 𝑏)     

𝑆)جد   ∘ 𝑅)  ؟ 
 :  الحل 

(𝑆 ∘ 𝑅) = 𝑎, 𝑎 , 𝑎, 𝑏 , 𝑏, 𝑏  
 



 
𝐵لتكن    :  2مثال = 1,5,6    ,  𝐴 = {−1,3,7}  

 𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴 ; 𝑥 ≤ 𝑦} 
𝑇 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵 ; 𝑥 ≤ 𝑦} 

𝑅جد    ∘ 𝑇 , (𝑇 ∘ 𝑅)؟ 
 

 : الحل 

𝑅 = −1, −1 , −1,3 , −1,7 , 3,3 , 3,7 , (7,7)  

𝑇 = { −1,1 , −1,5 , −1,6 , 3,5 , 3,6 } 

𝑇 ∘ 𝑅 = { 𝑥, 𝑧 ∈ 𝐴 × 𝐵: ∃𝑦 ∈ 𝐴; (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅⋀(𝑦, 𝑧) ∈ 𝑇} 

= { −1,1 , −1,5 , −1,6 , 3,5 , 3,6 } 

𝑅 ∘ 𝑇 = ∅ 

𝑇بصورة عامة : ملاحظة  ∘ 𝑅 ≠ 𝑅 ∘ 𝑇 

 



علاقة على  𝑅و   𝐴علاقة ذاتية على 𝐼𝐴مجموعة غير خالية و  𝐴لتكن  :  1مبرهنة 

𝐴     فان𝑅 ∘ 𝐼𝐴 = 𝐼𝐴  ∘ 𝑅 = 𝑅 

 : البرهان 
   𝑙𝑒𝑡 (𝑥, 𝑧) ∈ 𝑅 ∘ 𝐼𝐴   

⇒ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝐴⋀(𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅 
,𝑥بما ان   𝑦 ∈ 𝐼𝐴 ⇒ 𝑥 = 𝑦 
 

⇒ (𝑥, 𝑧) ∈ 𝑅 
⇒ 𝑅 ∘ 𝐼𝐴 ⊆ 𝑅  … … (1) 
𝑁𝑜𝑤 , 𝑙𝑒𝑡 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 
⇒ 𝑥, 𝑥 ∈ 𝐼𝐴 ⋀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 

⇒العلاقات حسب تعريف تركيب  (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 ∘ 𝐼𝐴  
⇒ 𝑅 ⊆ 𝑅 ∘ 𝐼𝐴   … … (2) 

 :نحصل على  2و1 من 
 

𝑅 ∘ 𝐼𝐴 = 𝑅 

 



 فان  𝐴علاقات على المجموعة   𝑇و  𝑆و 𝑅لتكن : 2مبرهنة 
1- 𝑻 ∘ 𝑺 ∘ 𝑹 = 𝑻 ∘ 𝑺 ∘ 𝑹   

 :البرهان

𝑙𝑒𝑡 𝑥, 𝑧 ∈ [ 𝑇 ∘ 𝑆 ∘ 𝑅] 

⇒ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ⋀  (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑇 ∘ 𝑆  

⇒ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ⋀ [∃𝑤 ∈ 𝐴; (𝑦, 𝑤) ∈ 𝑆 ⋀  (𝑤, 𝑧) ∈ 𝑇]  

⇒ [∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ⋀ (𝑦, 𝑤) ∈ 𝑆 ]⋀  (𝑤, 𝑧) ∈ 𝑇]  

⇒ 𝑥, 𝑤 ∈ 𝑆 ∘ 𝑅  ⋀ (𝑤, 𝑧) ∈ 𝑇  

⇒ 𝑥, 𝑤 ∈ [𝑇 ∘ 𝑆 ∘ 𝑅 ]  

⇒ 𝑇 ∘ 𝑆 ∘ 𝑅 ⊆ 𝑇 ∘ 𝑆 ∘ 𝑅 … … 1  

𝑁𝑜𝑤, 𝑙𝑒𝑡 𝑥, 𝑧 ∈ [𝑇 ∘ 𝑆 ∘ 𝑅 ] 

⇒ ∃𝑦 ∈ 𝐴; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 ∘ 𝑅  ⋀ (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑇 



⇒ [∃𝑤 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑤 ∈ 𝑅 ⋀ (𝑤, 𝑦) ∈ 𝑆 ]⋀  (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑇  

⇒ ∃𝑤 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑤 ∈ 𝑅 ⋀  [(𝑤, 𝑦) ∈ 𝑆  ⋀  (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑇] 

⇒ ∃𝑤 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑤 ∈ 𝑅 ⋀  𝑤, 𝑧 ∈ 𝑇 ∘ 𝑆    

⇒ 𝑥, 𝑧 ∈ [ 𝑇 ∘ 𝑆 ∘ 𝑅]  

⇒ 𝑇 ∘ 𝑆 ∘ 𝑅 ⊆ 𝑇 ∘ 𝑆 ∘ 𝑅 … … (2) 

 :نحصل على  2و1 من 
𝑻 ∘ 𝑺 ∘ 𝑹 = 𝑻 ∘ 𝑺 ∘ 𝑹  





2- 𝑺 ∪ 𝑻 ∘ 𝑹 = 𝑺 ∘ 𝑹 ∪ (𝑻 ∘ 𝑹)  

 : البرهان 

𝑙𝑒𝑡 𝑥, 𝑧 ∈ [ 𝑇 ∪ 𝑆 ∘ 𝑅] 

⇒ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ⋀  (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑇 ∪ 𝑆  

⇒ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ⋀ [(𝑦, 𝑧) ∈ 𝑆 ∨   (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑇]  

⇒ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ⋀ (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑆 ]  ∨ [(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 ⋀ (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑇 ]  

⇒ 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑆 ∘ 𝑅  ∨   𝑥, 𝑧 ∈ (𝑇 ∘ 𝑅)  

⇒ 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑆 ∘ 𝑅 ∪ (𝑇 ∘ 𝑅)  

⇒ 𝑆 ∪ 𝑇 ∘ 𝑅 ⊆ 𝑆 ∘ 𝑅 ∪ (𝑇 ∘ 𝑅) … … (1) 

𝑁𝑜𝑤, 𝑙𝑒𝑡 𝑥, 𝑧 ∈ [ 𝑆 ∘ 𝑅 ∪ 𝑇 ∘ 𝑅 ] 

⇒ 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑆 ∘ 𝑅  ∨   (𝑥, 𝑧) ∈ 𝑇 ∘ 𝑅  

 



 

⇒ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅  ⋀  𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆   ∨   [∃𝑦 ∈ 𝐴 ; (𝑥, 𝑦)

∈ 𝑅 ⋀  (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑇  

⇒ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ⋀  [(𝑦, 𝑧) ∈ 𝑆 ∨  (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑇] 

⇒ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ⋀  𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆 ∪ 𝑇    

⇒ 𝑥, 𝑧 ∈ [ 𝑆 ∪ 𝑇 ∘ 𝑅]  

⇒ 𝑆 ∘ 𝑅 ∪ (𝑇 ∘ 𝑅) ⊆ 𝑆 ∪ 𝑇 ∘ 𝑅 … … (2) 

 :نحصل على  2و1 من 

𝑆 ∪ 𝑇 ∘ 𝑅 = 𝑆 ∘ 𝑅 ∪ (𝑇 ∘ 𝑅) 

  

  

 



 
3 - 𝑺 ∩ 𝑻 ∘ 𝑹 = 𝑺 ∘ 𝑹 ∩ (𝑻 ∘ 𝑹)  

 H.W: البرهان 

 

𝑹اذا كانت  -4  ⊆ 𝑺  فان 
𝑨 − 𝑹 ∘ 𝑻 ⊆ 𝑺 ∘ 𝑻 

 :البرهان

Let 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑹 ∘ 𝑻 

⟹ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇 ∧ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 

⟹ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇 ∧ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆     𝑅 ⊆ 𝑆 معطى  

⟹ 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑆 ∘ 𝑇             

⟹ 𝑹 ∘ 𝑻 ⊆ 𝑺 ∘ 𝑻 

  



 
 𝑩 −  𝑻 ∘ 𝑹 ⊆ 𝑻 ∘ 𝑺 

 :البرهان

Let 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑻 ∘ 𝑹 

⟹ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ∧ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑇 

⟹ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 ∧ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑇    𝑅 ⊆ 𝑆 معطى  

⟹ 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑻 ∘ 𝑺             

⟹ 𝑻 ∘ 𝑹 ⊆ 𝑻 ∘ 𝑺 

  



  

5- 𝑺 ∘ 𝑹 −𝟏 = 𝑹−𝟏 ∘ 𝑺−𝟏 
 

 :البرهان

Let 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑺 ∘ 𝑹 −𝟏 

⟹ 𝑧, 𝑥 ∈ 𝑺 ∘ 𝑹  

⟹ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑧, 𝑦 ∈ 𝑅 ∧ 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑆 

⟹ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅−1 ∧ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆−1 

⟹ 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑅−1 ∘ 𝑆−1 

⟹ 𝑆 ∘ 𝑅 −1 ⊆ 𝑅−1 ∘ 𝑆−1     … (𝟏) 

  



  

Now, Let 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑅−1 ∘ 𝑆−1 

⟹ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆−1 ∧ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅−1 

⟹ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑆 ∧ 𝑧, 𝑦 ∈ 𝑅 

⟹ ∃𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑧, 𝑦 ∈ 𝑅 ∧ 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑆 

⟹ 𝑧, 𝑥 ∈ 𝑆 ∘ 𝑅  

⟹ 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑆 ∘ 𝑅 −1 

⟹ 𝑅−1 ∘ 𝑆−1 ⊆ 𝑆 ∘ 𝑅 −1     … (2) 

  

 :نحصل على 2و  1من  

𝑺 ∘ 𝑹 −𝟏 = 𝑹−𝟏 ∘ 𝑺−𝟏 

 

  


