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 ثـالنموذج الثال

Multi-Channel Queuing  (𝑴  ةبمراكز أداء خدمة متعدد الانتظارأنظمة   𝑴 𝑪⁄⁄ ): (𝑮𝑫 ∞ ∞⁄⁄ ) 

 :التي تخضع لهذا النموذج يجب أن يتحقق فيها بعض الشروط وهي الانتظارإن عملية  

وأن متوسط الوقت اللازم   (𝝀)إن عدد الوحدات الواصلة والمغادرة في وحدة الزمن تخضع لتوزيع بواسون بمعدل   -1

) هودة أو زبون واحد  لخدمة وحدة واح
𝟏

𝑴
 . (𝑴)في وحدة الزمن أو متوسط عدد الوحدات المغادرة   .(

 . (𝑪)و واحد ه   إن الحد الأعلى من الوحدات التي تؤدي لها الخدمة في آن   -2

 ر.الانتظاليس هناك حدود لمدى استيعاب نظام صف   -3

 .يس هناك حدود لتجمع الوحداتل -4

 ة. إن قاعدة الخدمة عامة غير محدود -5

للوحدات   الانتظار يسهم في تسريع عملية الخدمة وتقليص وقت    (𝑪)ذو مراكز الخدمة المتعددة    الانتظار نظام    استخدام إن  

ما حدد النسبة الموحدة للوحدات المغادرة وحسب  ذو قناة خدمة واحدة. وعلى هذا الأساس يمكن أن نُ  الانتظارمقارنةً بنظام  

 :ييل

𝒏)أكبر من أو يساوي عدد مراكز الخدمة    (𝒏)ذا كان عدد الوحدات الموجودة في النظام  إ -1 ≥ 𝑪)    فإن النسبة الموحدة

 :للوحدات المغادرة للنظام هي

𝑴𝒏 = 𝑪𝑴  ,   (𝒏 ≥ 𝑪) 

النظام   -2 في  الموجودة  الوحدات  عدد  كان  الخدمة    (𝒏)إذا  مراكز  من  𝒏)أقل  < 𝑪)   للوحدات الموحدة  النسبة  فإن 

 :المغادرة للنظام في وحدة الزمن هي

𝑴𝒏 = 𝒏𝑴  ,   (𝒏 < 𝑪) 

لنماذج   تحليل متكامل  إجراء  النوع    الانتظارولغرض  𝑴)من  𝑴 𝑪⁄⁄ ): (𝑮𝑫 ∞ ∞⁄⁄  للانتظار فإننا سنشتق نموذجاً عاماً    (

وسنرمز لهما على التوالي   (𝒏)على قيمة    يحتوي على مركز أداء خدمة واحد وبنسبة واصلين ومغادرين في وحدة الزمن يعتمدان

(𝝀𝒏  , 𝑴𝒏)    على التوالي وعليه سنرمز لهذا النظام بالرمز(𝑴𝒏 𝑴𝒏 𝟏⁄⁄ ): (𝑮𝑫 ∞ ∞⁄⁄ حتى نستطيع تمييزه عن النظام   (

 .الأول

𝑷 
 𝒕∆هذه الفترة    خلال   عدم وصول أي وحدة

 من الوحدات في النظام   𝑛ووجود 
= 𝟏 − 𝝀𝒏 ∆𝒕 − 𝟎(∆𝒕) 

 

𝑷 
الفترة    خلال أي وحدة    خدمةعدم    𝒕∆هذه 

 من الوحدات في النظام   𝑛ووجود 
= 𝟏 −𝑴𝒏 ∆𝒕 − 𝟎(∆𝒕) 

𝑴)وكما هو الحال عند النموذج الأول   𝑴 𝟏⁄⁄ ): (𝑮𝑫 ∞ ∞⁄⁄ وعلى فرض حدوث حالة وصول أو مغادرة لوحدة واحدة في   (

𝑴𝒏)فإن معادلات النموذج العام   𝒕∆النظام ضمن الفترة  𝑴𝒏 𝟏⁄⁄  : ي ما يلنستطيع كتابتها حسب    (

𝑃𝑛(𝑡 + ∆𝑡) = 𝑃𝑛(𝑡)(1 − 𝜆𝑛 ∆𝑡)(1 − 𝑀𝑛 ∆𝑡) + 𝑃𝑛−1(𝑡)𝜆𝑛−1 ∆𝑡 ∗ (1 − 𝑀𝑛 ∆𝑡) 

+𝑃𝑛+1(𝑡)(1 − 𝜆𝑛 ∆𝑡)𝑀𝑛+1 ∆𝑡 + 0 (∆𝑡)                            
  

𝑃°(𝑡 + ∆𝑡) = 𝑃°(𝑡)(1 − 𝜆° ∆𝑡) + 𝑃1(𝑡)(1 − 𝜆1 ∆𝑡)𝑀1 ∆𝑡 + 0(∆𝑡)                        

} ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ (3.1) 
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رقم   المعادلة  أن  ملاحظة  رقم    (3.1)مع  المعادلة  الى  صف    (4)مشابهة  نظام  الأول   الانتظارفي 

(𝑴 𝑴 𝟏⁄⁄ ): (𝑭𝒄 𝑭𝒔 ∞ ∞⁄⁄ وبالاعتماد على  (𝒏)سوى الاختلاف في معدل الوصول والخدمة في هذا النظام يعتمد على   (

𝑴)نفس الاسلوب السابق للنموذج   𝑴 𝟏⁄⁄ 𝑴𝒏)العام    الانتظاريمكن كتابة معادلات نظام    ( 𝑴𝒏 𝑪⁄⁄   الاستقرارعند حالة    (

𝑴)عند النموذج الأول   (6)على المعادلة رقم   بالاعتمادوذلك   𝑴 𝟏⁄⁄  :وكما يلي  (

𝑷𝒏+𝟏 =
𝝀𝒏 +𝑴𝒏

𝑴𝒏+𝟏
𝑷𝒏 −

𝝀𝒏−𝟏
𝑴𝒏+𝟏 

𝑷𝒏−𝟏   , 𝒏 ≥ 𝟏 
  

𝑷𝟏 =
𝝀°
𝑴𝟏
𝑷°    , 𝒏 = 𝟎                                                    

}
 
 

 
 

⋅⋅⋅⋅⋅⋅ (𝟑. 𝟐) 

𝑛)وبالتعويض المتعاقب بقيم   = 1,2,3  : الثبات وكما يلي  ةسنحصل على القيم الاحتمالية لحال  (3.2)في المعادلة رقم    (⋅⋅⋅

𝒏)   عندما =  : 𝑷𝟐 فإن  (𝟏

𝑷𝟐 =
𝝀𝟏 +𝑴𝟏

𝑴𝟐
𝑷𝟏 −

𝝀∘
𝑴𝟐
𝑷∘⟹ = 

𝝀𝟏 +𝑴𝟏

𝑴𝟐
∗
𝝀∘
𝑴𝟏
𝑷∘ −

𝝀∘
𝑴𝟐
𝑷∘ 

     =
𝝀∘
𝑴𝟐
𝑷∘ [

𝝀𝟏 +𝑴𝟏

𝑴𝟐
− 𝟏] ⟹ =

𝝀∘
𝑴𝟐
𝑷∘ [

𝝀𝟏
𝑴𝟏

+ 𝟏 − 𝟏] 

∴ 𝑷𝟐 =
𝝀∘ 𝝀𝟏
𝑴𝟏 𝑴𝟐

𝑷∘ 

 :وعليه وبشكل عام فإن

𝑷𝒏 =
𝝀° 𝝀𝟏 𝝀𝟐⋯𝝀𝒏−𝟏
𝑴𝟏 𝑴𝟐 𝑴𝟑⋯𝑴𝒏

𝑷°    ,   𝑛 ≥ 1 

𝑴𝒏)  الانتظارولغرض الحصول على احتمالات الحالة الثابتة لنموذج   𝑴𝒏 𝑪⁄⁄ يجب أن نستخدم المؤشرات التالية وتعويضها  (

 ي: ما يلوحسب    𝑷𝒏في 

𝜆𝑛 = 𝜆 

𝑀𝑛 = {
𝑛𝑀    0 ≤ 𝑛 < 𝐶
𝐶𝑀    𝑛 ≥ 𝐶        

 

𝑴) الانتظار وعليه فإن معادلات الفروق التفاضلية لنظام صف  𝑴 𝑪⁄⁄ ): (𝑮𝑫 ∞ ∞⁄⁄  :هي  (

𝑷𝒏 =

{
 
 

 
 𝝀𝒏

𝒏!𝑴𝒏
𝑷°   , 𝟎 ≤ 𝒏 < 𝑪                  

  
𝝀𝒏

𝑪!𝑴𝑪 𝑪𝒏−𝑪 𝑴𝒏−𝑪
𝑷°  , 𝒏 ≥ 𝑪     

}
 
 

 
معـادلات  

الفـروق 

التفاضلية

 

𝑷𝒏 =

{
  
 

  
 (
𝝆𝒏

𝒏!
)𝑷°  , 𝟎 ≤ 𝒏 < 𝑪        

   

(
𝝆𝒏

𝑪!𝑪𝒏−𝑪
)𝑷° , 𝒏 ≥ 𝑪        
    

𝝆

𝑪
=
𝝀

𝑴𝑪
  <    حيث أن      𝟏

 

  




