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 : أحسب الغاية مثال
lim
𝑥→1

  (
3

𝑥 − 1
−

1

𝑥2 − 1
) 

 الحل: 
lim
𝑥→1

  (
3

𝑥 − 1
−

1

𝑥2 − 1
) = ∞ − ∞ 

 لمعالجة هذه الحالة نجري الاتي: 
3

𝑥 − 1
−

1

𝑥2 − 1
=

3

𝑥 − 1
−

1

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)
=

1

(𝑥 − 1)
[3 −

1

𝑥 + 1
] 

lim
𝑥→1

 
1

(𝑥 − 1)
[3 −

1

𝑥 + 1
] = ∞ [3 −

1

2
] = ∞ [

5

2
] = ∞ 

 
 : أحسب الغايتين مثال

lim
𝑥→∞

 [√4𝑥 + 1 − 2√𝑥]      ,         lim
𝑥→0

 [𝑥2 (𝑥 +
2

𝑥2)]  
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 The Continuityالاستمرارية         
 تعريف: 

في    aأذا وفقط أذا كان      aفي العدد الحقيقي      continuousأنها مستمرة     𝑓يقال للدالة  
lim   وكان جالهام

𝑥→a
 𝑓(𝑥) = 𝑓(a) .  

 أذا وفقط اذا حققت الشروط الثلاثة الاتية:  aمستمرة في العدد   𝑓وبعبارة أخرى، تكون  
1) 𝑓(a)    موجودة، أي، أن𝑓   معرفة فيa ، 
2) lim

𝑥→a
 𝑓(𝑥)   ،موجودة 

3) lim
𝑥→a

 𝑓(𝑥) = 𝑓(a) . 

 
أذا لم تحقق شرطاً أو أكثر من الشروط   aفي    discontinuousويقال للدالة أنها غير مستمرة  

أذا كانت مستمرة في كل نقطة    Iأنها مستمرة في فترة    𝑓الثلاثة المذكورة أعلاه. كما يقال للدالة  
 مستمرة )دائماً( اذا كانت مستمرة في كل عدد حقيقي.  𝑓. كما يقال أن   Iفي 

 أي دالة متعددة حدود تكون مستمرة في كل عدد حقيقي.  مثال:

𝑓(𝑥)أفرض أن     مثال: = √𝑥    ,    𝑥 ≥ ، موجب . هذه الدالة مستمرة في كل عدد حقيقي    0
aلأنه، أذا كان    >  ، فأن  0

lim
𝑥→a

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥→a

 √𝑥 = √a = 𝑓(a) 
lim، لأن   0ولكنها غير مستمرة في العدد 

𝑥→0
 √𝑥 غير موجودة. وهكذا تكون الدالة  𝑓(𝑥) = √𝑥 

,0)) أي في الفترة   +ℝمستمرة في الفترة   ∞) . ) 
 هل الدالة المعرفة بـــــــ ــــ مثال:

𝑓(𝑥) = {

𝑥2 − 9

𝑥 + 3
  ,      𝑥 ≠  عندما     3−

−6        ,      𝑥 = عندما     3−
 

 ؟. 3−مستمرة في العدد  
 الحل:  
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lim
𝑥→−3

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−3

 
𝑥2 − 9

𝑥 + 3
= lim

𝑥→−3
 
(𝑥 + 3)(𝑥 − 3)

(𝑥 + 3)
 

                                  = lim
𝑥→−3

 (𝑥 − 3) = −6 = 𝑓(−3) 
 . 3−أذاً الدالة مستمرة في العدد 

𝑓(𝑥)هل الدالة    مثال: =
1

𝑥−1
  ,   𝑥 ≠  ؟. 1مستمرة في العدد    1

 غير موجودة. كما أن   𝑓(1)، أي ،  1الحل: واضح أن هذه الدالة غير معرفة في العدد 

lim
𝑥→1+

 
1

𝑥 − 1
= ∞      ,      lim

𝑥→1−
 

1

𝑥 − 1
= −∞ 

 .1أذاً، الدالة غير مستمرة في العدد 

      
 تأمل الدالة المعرفة بـــــــ ــــ مثال:

 
 ؟ ولماذا ؟ أرسم مخططها. 1مستمرة في العدد  g الدالة هل

g(1)                     وأن ، 1معرفة في العدد  g  : واضح أن الدالةالحل = (1)2 = 1 
   والغاية من يساره، 1والان نوجد الغاية من يمين العدد 

lim
𝑥→1+

 g(𝑥) = lim
𝑥→1+

 (2) = 2 
lim

𝑥→1−
 g(𝑥) = lim

𝑥→1−
 (𝑥2) = (1)2 = 1 

lim، فأن     1بما أن الغاية اليمنى لا تساوي الغاية اليسرى في العدد  
𝑥→1

 g(𝑥)   غير موجودة. وبناء
𝑥غير مستمرة عند   gعلى ذلك، فأن   = 1  . 

y = 𝑓(𝑥) =
1

𝑥−1
  

D𝑓 = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑥 ≠ 1} 

R𝑓 = {y ∈ ℝ: y ≠ 0} 
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 المعرفة بـــــــ ــــ 𝑓تأمل الدالة   مثال:

𝑓(𝑥) = {
2𝑥 − 5  ,      𝑥 ≠  عندما     1

2          ,       𝑥 = عندما     1
 

lim                                                نلاحظ أن
𝑥→1

 𝑓(𝑥) = 2(1) − 5 = −3 
𝑓(1)بينما   = limلذلك فأن      2

𝑥→1
 𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(1)    وعليه فأن الدالة .𝑓    غير مستمرة عند

𝑥 = 1 . 
 الدالة مثال:

𝑓(𝑥) = {

𝑥2 − 1

𝑥 − 1
  ,      𝑥 ≠  عندما     1

1          ,       𝑥 = عندما     1
 

𝑥غير مستمرة عندما   = lim، لأن    1
𝑥→1

 𝑓(𝑥) = 𝑓(1)، ولكن    2 = 1 . 

𝑓(𝑥)أفرض أن   مثال: =
𝑥2−4

𝑥−2
  . 

𝑥هذه الدالة غير مستمرة عندما  =  غير معرفة، ومع ذلك   𝑓(2)، لأن   2

lim
𝑥→2

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2

(
(𝑥−2)(𝑥+2)

(𝑥−2)
) = lim

𝑥→2
(𝑥 + 2) = 4   

𝑓(𝑥)أفرض أن   مثال: =
1

𝑥−1
    ,    𝑥 ≠ 1  . 
 غير موجودة، وكذلك الغاية غير موجودة. 𝑓(1)، لأن   1هذه الدالة غير مستمرة في العدد 

𝑓(𝑥)     أفرض أن  مثال: =
1

𝑥
  

𝑥هذه الدالة غير مستمرة عندما   = غير موجودة )أو غير معرفة(، وكذلك الغاية   𝑓(0)، لأن    0
 غير موجودة.

 مبرهنات في الاستمرارية 
 . فان  aالعدد في دالتين مستمرتين   𝑓     و    gلتكن   مبرهنة: 

 𝑓 ∙ g   ,    𝑓 − g   ,     𝑓 + g 
𝑓. كذلك  aمستمرة عند  

g
g(a)عندما   aعند    مستمرة   ≠ 0 . 

:𝑓لتكن   مبرهنة:  ℝ → ℝ   متعددة الحدود، بحيث أن لكلدالة 𝑥 ∈ ℝ  
𝑓(𝑥) = an 𝑥n + an−1 𝑥n−1 + an−2 𝑥n−2 + ⋯ + a1 𝑥 + a0 

 . ℝمستمرة في   𝑓فأن  



45 
 

:𝑓لتكن    مبرهنة: D → ℝ  دالة نسبية، بحيث أن لكل  𝑥 ∈ D  

𝑓(𝑥) =
g(𝑥)

h(𝑥)
 

Dوأن   = {𝑥: 𝑥 ∈ ℝ , h(𝑥) ≠  .  Dمستمرة في   𝑓فأن ،  {0

 الأستمرارية في فترة 
   تعريف:

,a)أنها مستمرة في الفترة المفتوحة    𝑓يقال للدالة   b)   أذا كانت مستمرة في كل عدد حقيقي في
(a, b) . 
𝑓(𝑥)الدالة   مثال: = √𝑥   0)مستمرة في الفترة المفتوحة, ∞) . 

 تعريف: 
 أذا وفقط أذا أستوفت الشروط الاتية:   aأنها مستمرة من اليمين في العدد   𝑓يقال للدالة 

1) 𝑓(a)    موجودة، أي، أن𝑓   معرفة فيa ، 
2) lim

𝑥→a+
 𝑓(𝑥)   ،موجودة 

3) lim
𝑥→a+

 𝑓(𝑥) = 𝑓(a) . 

𝑓(𝑥)الدالة   مثال: = √𝑥  مستمرة من اليمين عند𝑥 =  ، لأن  0
lim

𝑥→0+
 𝑓(𝑥) = 0 = 𝑓(0) 

   تعريف:
 أذا وفقط أذا أستوفت الشروط الاتية:   aأنها مستمرة من اليسار في العدد    𝑓يقال للدالة 

1) 𝑓(a)    موجودة، أي، أن𝑓   معرفة فيa ، 
2) lim

𝑥→a−
 𝑓(𝑥)   ،موجودة 

3) lim
𝑥→a−

 𝑓(𝑥) = 𝑓(a) . 

𝑓(𝑥): الدالة   مثال = √𝑥    عند    يسارمستمرة من الغير𝑥 = lim  ، لأن   0
𝑥→0−

 √𝑥  غير موجودة . 

𝑓(𝑥)تأمل الدالة     مثال: = √2 − 𝑥   , 𝑥 ≤  . واضح أن  2
lim

𝑥→2−
 𝑓(𝑥) = lim

𝑥→2−
 √2 − 𝑥 = 0 = 𝑓(2) 

، ولكنها غير مستمرة من اليمين في العدد    2وعليه، فأن هذه الدالة مستمرة من اليسار في العدد  
2  . 
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 أفرض أن مثال:

𝑓(𝑥) = {  
𝑥 − 2     ,                𝑥 ≤ 2
𝑥 + 1    , 2 < 𝑥 < 3

4         ,              𝑥 ≥ 3
 

𝑥بين فيما أذا كانت الدالة مستمرة عند    = 2 ,  وما نوع استمراريتها ؟.  3
اذا وفقط أذا كانت مستمرة من اليمين ومستمرة من     aتكون الدالة مستمرة في عدد ما    ملاحظة:

 . aاليسار في العدد  
 تعريف: 

,a]أنها مستمرة في الفترة المغلقة    𝑓يقال للدالة   b]    أذا وفقط أذا كانت مستمرة في الفترة المفتوحة
(a, b)   ومستمرة من اليمين في العدد ،a    ومستمرة من اليسار في العددb . 

الدالة   المغلقة  تكون مستمرة في    𝑓أي أن  ,a]الفترة  b]    المفتوحة الفترة  أذا كانت مستمرة في 
(a, b)   و معرفة عند ،b   و   a  :بحيث يكون 

 lim
𝑥→b−

 𝑓(𝑥) = 𝑓(b)      ,        lim
𝑥→a+

 𝑓(𝑥) = 𝑓(a) 
𝑓(𝑥): الدالة  مثال = √𝑥  0]  في الفترة مستمرة, ∞) 
𝑓(𝑥): الدالة  مثال = √2 − 𝑥  في الفترة مستمرة  (−∞, 2] 
𝑓(𝑥)الدالة  أثبت أن : مثال = √1 − 𝑥2  [1,1−]  في الفترة مستمرة 

0فمثلًا لو أخذنا . (1,1−)مستمرة في الفترة المفتوحة   𝑓الحل: واضح أن  ∈ (−1,  ، فأن  (1
lim

𝑥→0−
 √1 − 𝑥2 = lim

𝑥→0+
 √1 − 𝑥2 = 1 = 𝑓(0) 

𝑥مستمرة عن يمين العدد  𝑓والان نبرهن ان   = 𝑥  وعن يسار العدد   1− =  . بما أن  1
lim

𝑥→−1+
 𝑓(𝑥) = lim

𝑥→−1+
 √1 − 𝑥2 = 0 = 𝑓(−1) 

lim
𝑥→1−

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

 √1 − 𝑥2 = 0 = 𝑓(1) 
 𝑓. وبذلك، تكون    1، ومستمرة من اليسار في العدد    1−من اليمين في العدد    مستمرة  𝑓فأن  

 . [1,1−]مستمرة في الفترة المغلقة  

 التي تكون فيها الدالة غير مستمرة   𝑥جد كل قيم    مثال:

𝑓(𝑥) =
𝑥5 + 𝑥3 − 4𝑥2 + 2

𝑥2 − 5𝑥 + 6
 

كسرية )نسبية(، فأنها مستمرة عند كل الأعداد الحقيقية، عدا الاعداد   𝑓(𝑥): بما أن الدالة  الحل
𝑥    التي تحقق المعادلة𝑥2 − 5𝑥 + 6 = )أي ما عدا الأعداد التي تجعل المقام صفراً(، أي   0

𝑥)أن   − 3)(𝑥 − 2) = 𝑥، وهذا يعني    0 = 3  ،  𝑥 = 2 . 
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 فيها الدالة مستمرة جد الفترة أو الفترات التي تكون  مثال:

𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 5𝑥 + 4

𝑥2 − 9
 

 𝑓(𝑥)الدالة    جال . مجالهاكسرية، فأنها مستمرة في كل نقطة في م   𝑓(𝑥)بما أن الدالة     الحل:
المعادلة   تحقق  التي  الاعداد  عدا  ما  الحقيقية  الاعداد  جميع  𝑥2هو  − 9 = أن    0 أي   ،

(𝑥 − 3)(𝑥 + 3) = يعني     0 وهذا   ،𝑥 = م    ±3 أذاً  الأعداد    جال.  هو كل  الدالة  هذه 
𝑥الحقيقية ما عدا   = −3  ،  𝑥 =  . ونعبر عن ذلك بالشكل:  3

(−∞, −3) ∪ (−3,3) ∪ (3, ∞) 
,∞−)مستمرة في الفترة   𝑓(𝑥)أذاً الدالة  −3) ∪ (−3,3) ∪ (3, ∞) . 

 أدرس استمرارية الدالة مثال:
𝑓(𝑥) = {  

3𝑥 − 4  ,      𝑥 < 2  
3𝑥 + 4  ,       𝑥 ≥ 2 

 
   الحل:

𝑓(𝑥)من تعريف هذه الدالة، نرى أن    = 3𝑥 − أي عدد حقيقي أصغر     𝑥عندما يكون      4
3𝑥. بما أن     2من   −   2دالة متعددة حدود، فأنها مستمرة عند أي عدد حقيقي اصغر من     4

𝑓(𝑥)كذلك من التعريف نجد أن    = 3𝑥 + أي عدد حقيقي أكبر أو يساوي    𝑥عندما يكون      4
 ، وهي أيضاً دالة متعددة حدود.  2

، وكذلك دالة مستمرة عند   2دالة مستمرة لكل عدد حقيقي اصغر من  𝑓(𝑥)نستطيع القول أن  
 . 2أي عدد حقيقي أكبر أو يساوي 

𝑥والان نبحث أستمرارية الدالة عندما    = 2 . 
• 𝑓(2) = 3(2) + 4 =  معرفة    10
• lim

𝑥→2−
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→2−
(3𝑥 − 4) = 3(2) − 4 = 2 

• lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

(3𝑥 + 4) = 3(2) + 4 = 10 
limبما أن   

𝑥→2−
𝑓(𝑥) ≠ lim

𝑥→2+
𝑓(𝑥)   فأن ،lim

𝑥→2
𝑓(𝑥)   فأن الدالة  غير موجودة. وبالتالي

𝑥غير مستمرة عند   = 𝑥أذاً الدالة مستمرة عند أي عدد حقيقي ما عدا   . 2 = 2   . 

𝑓: ℝ  لتكن مثال: → ℝ    بحيث أن𝑓(𝑥) = {  
𝑥2 + 2  ,      𝑥 ≥ 2  
8 − 𝑥  ,       𝑥 < 2 

مستمرة   𝑓. اثبت أن 
 . ℝعلى  
𝑥عند مستمرة  𝑓أذا كانت الدالة  مثال: = a ، جد قيمة 2− ∈ ℝ  اذا كانت 

𝑓(𝑥) = {
a𝑥 + 3    ,    𝑥 ≤ −2

𝑥2 + 𝑥    ,    𝑥 > −2
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 The Derivativesالمشتقات       
 تعريف: 

معطاة  𝑓 جالفي م  𝑥، بحيث أن قيمتها في كل عدد  ′𝑓هي دالة، يرمز لها  𝑓المشتقة للدالة 
 بــــــــ ــــ

𝑓′(𝑥) = lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
 

 بشرط أن تكون هذه الغاية موجودة. 
. وهناك رموز أخرى تستعمل لمشتقة الدالة  𝑥بالنسبة لــــــ   𝑓(𝑥)مشتقة الدالة  𝑓′(𝑥)وتقرأ  

y = 𝑓(𝑥)    بالنسبة الى𝑥   وهي ،y′    ,
d

d𝑥
𝑓(𝑥)    ,

dy

d𝑥
 . 

ويقال أن الدالة قابلة     𝑓′(a)، وعندئذ تكون قيمتها    aمشتقة في العدد    𝑓(𝑥)قد يكون للدالة  
 𝑓(𝑥)، كما قد يحدث خلاف ذلك، أي قد لا يكون للدالة    aفي      differentiableالأشتقاق  
 . aلعدم وجود الغاية، وفي هذه الحالة يقال أن الدالة غير قابلة الأشتقاق في   aمشتقة في  

 Iفي    𝑥أذا كانت قابلة الأشتقاق في كل عدد    Iقابلة الأشتقاق في الفترة    𝑓(𝑥)ويقال أن الدالة  
 . جالهاوقد تكون الدالة قابلة الأشتقاق في كل نقاط م 

 بأستعمال التعريف نتبع الخطوات الاتية:  𝒙عند  𝒇لأيجاد المشتقة الأولى للدالة  
𝑓(𝑥  نحسب  (1 + ∆𝑥) 
𝑓(𝑥 نحسب الفرق  (2 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)  
𝑓(𝑥+∆𝑥)−𝑓(𝑥)     نحسب المقدار (3

∆𝑥
 

lim   نحسب الغاية  𝑓′(𝑥)أخيراً للحصول على   (4
∆𝑥→0

𝑓(𝑥+∆𝑥)−𝑓(𝑥)

∆𝑥
 

 
 جد مشتقة الدالة بأستعمال التعريف مثال:

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥 − 2 
𝑥  عندماثم أستعمل النتيجة لأيجاد قيمة المشتقة   =  ( . 𝑓′(3)) أي أيجاد   3

 الحل: 

𝑓′(𝑥) = lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
 

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) = (𝑥 + ∆𝑥)2 + 3(𝑥 + ∆𝑥) − 2 
              = 𝑥2 + 2𝑥∆𝑥 + (∆𝑥)2 + 3𝑥 + 3∆𝑥 − 2 




