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 رابعالفصل ال

 التعديل الداخلي

Interpolating polynomials 

:𝑓اذا كان لدينا مجموعة منتهية من قيم دالة غير معروفة  𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2), … , 𝑓(𝑥𝑛),     ونريد تخمين

فان عملية التخمين تسمى  {𝑥𝑖}واقعة ضمن مدى النقاط  ∗𝑥. فاذا كانت  ∗𝑥قيمة الدالة عند نقطة ما 

 بالاندراج وبعكس ذلك فان العملية تسمى عندئذ بالاستكمال وهناك طرق عديدة لايجاد هذه الدالة:

من الطرق القديمة, وبالرغم من استخدامها في عملية تعديل الدالة فانها تعتبر  وهي -: طريقة الرسم -1

 طريقة ضعيفة.

وهي طريقة شائعة الاستعمال نحصل فيها على متعددة   -:)Lagrange method( طريقة لاكرانج -2

 الحدود والتي تمثل تقريب جيد للدالة.

,𝑎]دالة مستمرة في الفترة  𝑓لتكن  𝑏]  ومعرفة عند النقاط𝑥0, 𝑥1, 𝑥2 اي ان 

𝑥2 𝑥1 𝑥0 𝑥 

𝑓(𝑥2) 𝑓(𝑥1) 𝑓(𝑥0) 𝑓(𝑥) 
 فان صيغة لاكرانج تكتب بالشكل التالي ∗𝑥في نفططة واحدة  𝑓لتقدير قيمة الدالة 

𝐿0(𝑥
∗) =

(𝑥∗ − 𝑥1)(𝑥
∗ − 𝑥2)

(𝑥0 − 𝑥1)(𝑥0 − 𝑥2)
 

𝐿1(𝑥
∗) =

(𝑥∗ − 𝑥0)(𝑥
∗ − 𝑥2)

(𝑥1 − 𝑥0)(𝑥1 − 𝑥2)
 

𝐿2(𝑥
∗) =

(𝑥∗ − 𝑥0)(𝑥
∗ − 𝑥1)

(𝑥2 − 𝑥0)(𝑥2 − 𝑥1)
 

 اي ان 

𝑝(𝑥∗) = 𝐿0(𝑥
∗)𝑓(𝑥0) + 𝐿1(𝑥

∗)𝑓(𝑥1) + 𝐿2(𝑥
∗)𝑓(𝑥2) 

 وبشك عام فان 

𝑓(𝑥) ≅ 𝑝𝑛(𝑥) =∑

{
 

 
∏(

𝑥 − 𝑥𝑖
𝑥 − 𝑥𝑖

)

𝑛

𝑖=0
𝑖≠𝑗 }

 

 𝑛

𝑗=0

𝑓(𝑥𝑗) 

 وتسمى هذه الصيغة بطريقة لاكرانج.

 تستخدم هذه الطريقة للدوال متساوية وغير متساوية المسافة بين القيم. -:ملاحظة
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 لاكرانج جد قيمة الدالة  باستخدام طريقة -:مثال

4 2 1 0 𝑥 

5 2 1 1 𝑓(𝑥) 
,𝑝(3)خمن الدالة عند  𝑝(5) 

 -:الحل

𝑝(𝑥∗) = 𝐿0(𝑥
∗)𝑓(𝑥0) + 𝐿1(𝑥

∗)𝑓(𝑥1) + 𝐿2(𝑥
∗)𝑓(𝑥2) + 𝐿3(𝑥

∗)𝑓(𝑥3) 

𝐿0(𝑥
∗) =

(𝑥∗ − 𝑥1)(𝑥
∗ − 𝑥2)(𝑥

∗ − 𝑥3)

(𝑥0 − 𝑥1)(𝑥0 − 𝑥2)(𝑥0 − 𝑥3)
=
(𝑥∗ − 1)(𝑥∗ − 2)(𝑥∗ − 4)

(0 − 1)(0 − 2)(0 − 4)
 

𝐿1(𝑥
∗) =

(𝑥∗ − 𝑥0)(𝑥
∗ − 𝑥2)(𝑥

∗ − 𝑥3)

(𝑥1 − 𝑥0)(𝑥1 − 𝑥2)(𝑥1 − 𝑥3)
=
(𝑥∗ − 0)(𝑥∗ − 2)(𝑥∗ − 4)

(1 − 0)(1 − 2)(1 − 4)
 

𝐿2(𝑥
∗) =

(𝑥∗ − 𝑥0)(𝑥
∗ − 𝑥1)(𝑥

∗ − 𝑥3)

(𝑥2 − 𝑥0)(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 − 𝑥3)
=
(𝑥∗ − 0)(𝑥∗ − 1)(𝑥∗ − 4)

(2 − 0)(2 − 1)(2 − 4)
 

𝐿3(𝑥
∗) =

(𝑥∗ − 𝑥0)(𝑥
∗ − 𝑥1)(𝑥

∗ − 𝑥2)

(𝑥3 − 𝑥0)(𝑥3 − 𝑥1)(𝑥3 − 𝑥2)
=
(𝑥∗ − 0)(𝑥∗ − 1)(𝑥∗ − 2)

(4 − 0)(4 − 1)(4 − 2)
 

∴ 𝑝(𝑥∗) = −
1

8
(𝑥∗ − 1)(𝑥∗ − 2)(𝑥∗ − 4) +

1

3
(𝑥∗)(𝑥∗ − 2)(𝑥∗ − 4)

−
1

2
(𝑥∗)(𝑥∗ − 1)(𝑥∗ − 4) +

5

24
(𝑥∗)(𝑥∗ − 1)(𝑥∗ − 2) 

𝑝(3) = −
1

8
(2)(1)(−1) +

1

3
(3)(1)(−1) −

1

2
(3)(2)(−1) +

5

24
(3)(2)(1)

=
1

4
− 1 + 3 +

5

4
=
14

4
= 3.5 

𝑝(5) = −
1

8
(4)(3)(1) +

1

3
(5)(3)(1) −

1

2
(5)(4)(1) +

5

24
(5)(4)(3)

= −1.5 + 5 − 10 + 12.5 = 6 
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 لاكرانج جد قيمة الدالة  باستخدام طريقة -:مثال

4 3 1 0 𝑥 

15 8 0 −1 𝑓(𝑥) 
 𝑝(3.3)خمن الدالة عند 

 -:الحل

𝑝(𝑥∗) = 𝐿0(𝑥
∗)𝑓(𝑥0) + 𝐿1(𝑥

∗)𝑓(𝑥1) + 𝐿2(𝑥
∗)𝑓(𝑥2) + 𝐿3(𝑥

∗)𝑓(𝑥3) 

𝐿0(𝑥
∗) =

(𝑥∗ − 1)(𝑥∗ − 3)(𝑥∗ − 4)

(0 − 1)(0 − 3)(0 − 4)
=
−1

12
(𝑥∗ − 1)(𝑥∗ − 3)(𝑥∗ − 4) 

𝐿1(𝑥
∗) =

(𝑥∗ − 0)(𝑥∗ − 3)(𝑥∗ − 4)

(1 − 0)(1 − 3)(1 − 4)
=
1

6
(𝑥∗)(𝑥∗ − 3)(𝑥∗ − 4) 

𝐿2(𝑥
∗) =

(𝑥∗ − 0)(𝑥∗ − 1)(𝑥∗ − 4)

(3 − 0)(3 − 1)(3 − 4)
=
−1

6
(𝑥∗)(𝑥∗ − 1)(𝑥∗ − 4) 

𝐿3(𝑥
∗) =

(𝑥∗ − 0)(𝑥∗ − 1)(𝑥∗ − 3)

(4 − 0)(4 − 1)(4 − 3)
=
1

12
(𝑥∗)(𝑥∗ − 1)(𝑥∗ − 3) 

∴    𝑝(𝑥∗) =
1

12
(𝑥∗ − 1)(𝑥∗ − 3)(𝑥∗ − 4) −

8

6
(𝑥∗)(𝑥∗ − 1)(𝑥∗ − 4)

+
15

12
(𝑥∗)(𝑥∗ − 1)(𝑥∗ − 3) = 𝑥2 − 1 

𝑝(3.3) = 9.89 

 -:)Calculus of Finite Differences( حساب الفروقات المنتهية -3

,𝑥0لتكن لدينا مجموعة البيانات  𝑥1, … , 𝑥𝑛  حيث ان𝑥𝑖 = 𝑥0 + 𝑖ℎ, 𝑖 = 0,1,… , 𝑛  وان قيم الدالة عند

,𝑓(𝑥0)هذه النقاط  هي  𝑓(𝑥1), … , 𝑓(𝑥𝑛)  على الترتيب ويمكن كتابتها على النحو التالي𝑦0, 𝑦1, … , 𝑦𝑛 

 عندئذن يمكن تعريف الفرق الاول كما يلي

∆𝑦0 = 𝑦1 − 𝑦0 

∆𝑦1 = 𝑦2 − 𝑦1 

∆𝑦𝑖 = 𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖 , 𝑖 = 0,1,… , 𝑛 − 1 

∆2𝑦0 = ∆(∆𝑦0) = ∆(𝑦1 − 𝑦0)
= ∆𝑦1 − ∆𝑦0

𝑦2 − 𝑦1 − (𝑦1 − 𝑦0)
𝑦2 − 2𝑦1 − 𝑦0
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∆3𝑦0 = 𝑦3 − 3𝑦2 + 3𝑦1 − 𝑦0 

∆𝑘𝑦𝑖 =∑(
𝑘
𝑗
)

𝑘

𝑗=0

(−1)𝑗𝑦𝑖+𝑘−𝑗 

∆𝑘𝑦𝑖 = ∆
𝑘−1𝑦𝑖+1 − ∆

𝑘−1𝑦𝑖  

∆4 ∆3 ∆2 ∆ 𝑦𝑖  𝑥𝑖 
∆4𝑦0 ∆3𝑦0 ∆2𝑦0 ∆𝑦0 𝑦0 𝑥0 

 ∆3𝑦1 ∆2𝑦1 ∆𝑦1 𝑦1 𝑥1 
  ∆2𝑦2 ∆𝑦2 𝑦2 𝑥2 
   ∆𝑦3 𝑦3 𝑥3 
    𝑦4 𝑥4 

 

𝑓(𝑥)اكتب جدول الفروقات للدالة  -:مثال = 𝑥3  علما ان𝑥 = 0, 1, 2, 3, 4 

  -:لحلا

∆4 ∆3 ∆2 ∆ 𝑦𝑖  𝑥𝑖 
0 6 6 1 0 0 

 6 12 7 1 1 
  18 19 8 2 
   37 27 3 
    64 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   




