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 1 كلية التربية / قسم علوم الحاسبات                                            جامعة الموصل /

 ( Mathematical Inductionالاستقراء الرياضي)

عددة الاستقراء :عملية تقبل القضايا العامة كالقوانين عن طريق تجارب ومشاهدات لحالات خاصة متشابهة ومت
 وقد يكون الاستقراء خاطئا او صائبا.

9,5,3,1,......12مثالا لو اخذنا مجموعة الاعداد الفردية ] n ل [ نلاحظ ان مجموع او n  من الاعداد  يساوي
2n :وذلك من خلال ملاحظة ما يلي 
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 الاستقراء صحيح. ان هذا
)(17بالصيغة  y مثلا: اذا كان الاستقراء يثبت ان العدد  2  nnnfy  هو عدد اولي من خلال

 ملاحظة الاتي:
)1(171711هو عدد اولي  2  fy   فانn=1 عندما 

)1(191722لي هو عدد او  2  fy   فانn=2 عندما 
)1(231733هو عدد اولي  2  fy   فانn=3 عندما 

 وهكذا ....
)1(107171010هو عدد اولي  2  fy   فانn=10 عندما 

 لكن 
22هو عدد غير اولي  17171717)1(  fy   فانn=17 عندما 

 اذاً فان هذا الاستقراء خاطئ
ضي فهو الريا : ان الاستقراء لا يمكن ان يكون طريقة للبرهان كما لاحظنا أعلاه. أما الاستقراءضيالاستقراء الريا

ه يستعمل الرياضيات فقط وهو طرق البرهان الذي يحكمه أسلوب مبني على مبدأ الاستقراء الرياضي وبواسطت
 تغطي جميع فجوات الاستقراء.
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 2 كلية التربية / قسم علوم الحاسبات                                            جامعة الموصل /

 مبداء الاستقراء الرياضي:
 ( I(n)الاتي ) لزعم معين  اذا استطعنا برهان

 =1nالزعم صحيح عندما تكون -1

 n=2الزعم صحيح عندما تكون  -2
 n=(k+1)فانه صحيح عندما تكون  n=kا تكون اذا كان الزعم صحيح عندم -3

 فأننا تستطيع القول بان الزعم صحيح لأي عدد صحيح موجب.

4اثبت باستخدام الاستقراء الرياضي صحة الاتي: (:1مثال )
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 : n=1نبرهن صحة الاستقراء عندما -1
113   الطرف الايسر 
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 الطرف الأيمن 
 .n=1بما ان الطرف الأيمن يساوي الطرف الايسر إذا الاستقراء صحيح عندما 

 : n=2نبرهن صحة الاستقراء عندما -2
98121 33   الطرف الايسر 
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 الطرف الأيمن 
 .n=2بما ان الطرف الأيمن يساوي الطرف الايسر إذا الاستقراء صحيح عندما 

 أي: n=kنفرض صحة الاستقراء عندما -3
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 أي  n=k+1نبرهن صحة الاستقراء عندما -4
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 ( نحصل على:2( في معادلة )1نعوض )
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4         الأيمن=الطرف 
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 3 كلية التربية / قسم علوم الحاسبات                                            جامعة الموصل /

 
 بما ان الطرف الأيمن يساوي الايسر 

 n=k+1إذا الاستقراء صحيح عندما 
 ي عدد صحيح موجب.اذا الاستقراء صحيح لا

 نحل المثال أعلاه بطريقة ثانية:
 : n=1نبرهن صحة الاستقراء عندما -

113   الطرف الايسر 

1
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 الطرف الأيمن 
 .n=1بما ان الطرف الأيمن يساوي الطرف الايسر إذا الاستقراء صحيح عندما 

 : n=2نبرهن صحة الاستقراء عندما -2
98121 33   الطرف الايسر 
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 الطرف الأيمن 
 .n=2بما ان الطرف الأيمن يساوي الطرف الايسر إذا الاستقراء صحيح عندما 

 أي: n=kنفرض صحة الاستقراء عندما -3
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 أي  n=k+1نبرهن صحة الاستقراء عندما -4
 (1الى طرفي المعادلة ) k+1فة الحد إضا
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 الان نبسط الطرف الأيمن:
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 بما ان الطرف الأيمن يساوي الايسر 
 n=k+1إذا الاستقراء صحيح عندما 

 اذا الاستقراء صحيح لاي عدد صحيح موجب.
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 4 كلية التربية / قسم علوم الحاسبات                                            جامعة الموصل /

 
233ى ان برهن عل (:2مثال )  nn   لجميع قيم n  :باستخدام الاستقراء الرياضي  

 : n=1نبرهن صحة الاستقراء عندما -1
331   الطرف الايسر 

121*3   الطرف الأيمن 
13اي ان     اء صحيح عندما أي الطرف الايسر أكبر من الطرف الأيمن اذا الاستقرn=1. 

 : n=2نبرهن صحة الاستقراء عندما -2
932   الطرف الايسر 

422*3   الطرف الأيمن 
49اي ان    أي الطرف الايسر اكبر من الطرف الأيمن اذا الاستقراء صحيح للمتباينة عندماn=2. 

233(            1أي         ) n=kا نفرض صحة المتباينة عندم-3  kk 
33)1(2أي  n=k+1نبرهن صحة المتباينة عندما -4 )1(  kk 

3233*23323)21(323333 1  kkk kkkk

        (3) 

 (نحصل2(من )1نطرح )
33*2 k

 
 n=k+1أي ان المتباينة صحيحة عندما 
 لصحيحة الموجبة.ا nأي ان المتباينة صحيحة لجميع 

 
 أسئلة: برهن بطريقة الاستقراء الرياضي صحة كل مما يلي.
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 1 جامعة الموصل / كلية التربية / قسم علوم الحاسبات                                           

 Logic Statements and Proposition Algebra):)العبارات المنطقية وجبر القضايا الفصل الثاني
 

يوة  هو العلم الذي يبحث عن الاشياء الصحيحة لتفسير الاشياء والظوواهر اعتمواًاع علول الحقوالخ ال ا ج المنطق:
 وموضوع المنطخ العام يهتم بصو  الفكر لا بماًته.

التووو  يتعامووول اهوووا  Reasoning'sفيهوووتم اس اسوووة التعلوووي ت  Mathematical Logicاموووا المنطوووخ الر اضووو  
 الر اضيون.

 
  Simple Logic Statements:    العبارات المنطقية البسيطة

بشولل عوام  ااهوا جملوة ةبر وة عات معنول وموسلون  وتكوون  Logic Statementتعرف العبا ة المنطقيوة 
 ون صاًقة وكاعبة ف  آن واحس.اما صاًقة او كاعبة ولا يجوز ان تك

 
  Truth Valuesقيم صسق  p  تتضمن العبا ة  pالعبا ة المنطقية  مثال:
 .Truth Tablesتوضع ف  جساون ةاصة تسعل جساون الصسق          

 
 
  ء يقان لاية عبا ة منطقية بااها عبا ة منطقية بسيطة  اعا استحان الحصون علل عبا ة منطقية اةرى لاي جز

 اجزالها.من 

 .الجمل الاستفهامية والجمل الامر ة لا تعس عبا ات منطقية 

 
 مثال على:
 جملة استفهامية /  اين يقع القطر العراق ؟                  لا يملن الحلم علل هذه الجملة. 
 لا يملن الحلم علل هذه الجملة.             50مع العسً  20جملة امر ة     /  اجمع العسً  

 يملن الحلم علل هذه الجملة.                         =  10   8  +  5ةبر ة    /  جملة 
 

 مثال توضيحي: 
 ليست عبا ة منطقية.   لكن اعا قلنا   x < 16الجملة  
 ( ه  عبا ة منطقية كاعبة. x    x < 16) لكل عسً حقيق    
 ( ه  عبا ة منطقية صاًقة. x    x < 16) يوجس عسً حقيق   

 .Open Statementsطلخ علل هذا النوع من الجمل بالجمل المفتوحة ي
 

p 
T 

F 

 

 جسون الصسق

 ققيم الصس
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 2 جامعة الموصل / كلية التربية / قسم علوم الحاسبات                                           

 Compound Logic Statements:     العبارات المنطقية المركبة
يملوون  بوو  بي عبووا تين منطقيتووين بسوويطتين بوونًاة  بوو  معينووة لتكووو ن عبووا ة منطقيووة جسيووسة يطلووخ عليهووا  

 بالعبا ة المنطقية المركبة.
طقية المركبة يعتمس علل قيم صسق العبا ات الملواة لهوا وعلول اووع بًاة الورب  التو  ان صسق العبا ة المن 

 ترب  اين مركباتها.
 

 وتم است سام بًوات الرب  التالية: p , qفاعا كان لسينا العبا تين البسيطتين 
 (. و رمز لها بالرمز )  Conjunctionبًاة الرب  ) و (  -1
 (. رمز لها بالرمز ) و  Disjunctionبًاة الرب  ) او (  -2

 (. وه  عبا ة شرطية  و رمز لها بالرمز )  .Conditional Stبًاة الرب  ) اعا كان فنن (  -3

 (. و رمز لها بالرمز )  Negationبًاة النف   -4

 (. بًاة الرب  ) اعا وفق  اعا ( وه  عبا ة ثنالية الشرط  و رمز لها بالرمز )  -5

 

 ًاة من الأًوات اع ه:واًااه جسون الصسق ال اص بلل ب
P Q p  q p  q p  q p  q  p 

T T T T T T F 

T F F T F F F 

F T F T T F T 

F F F F T T T 

 

  العبا ة المركبةp  q  ت تلف عن العبا ة المركبةq  p .ف  قيم صسقها 

 
 Logical Propositions :     القضايا المنطقية

  يطلووخ علوول العبووا ة Variablesولنفوورا ااهووا متتيوورات  … ,p, q, rة  لووتكن لووسينا العبووا ات المنطقيوو 
 .… ,p, q, rوتعن  القضية المبنية من العبا ات  P(p, q, r,…)المركبة منها قضية و رمز لها بالرمز 

 
  ان قيم صسق بي قضية يعتمس علل قويم صوسق العبوا ات المنطقيوة الملواوة لهوا وعلول بًوات الورب  المسوتعملة

 يبها.ف  ترك

  اعا كان لسينا القضية…)P(p, q, r,   ملواة منn  ة من العبا ات المنطقية البسيطة فونن قويم صوسق القضوي
 من الحالات.  n2تستنتج من  
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 3 جامعة الموصل / كلية التربية / قسم علوم الحاسبات                                           

 ما قيم صسق كل من القضايا التالية: مثال:
1)  ( p  q )  ( p  r ) 2)  p  q  r 

3)  ( p  q )  ( p  q ) 4)  p  (  p  q ) 

5)   p  ( q  r ) 6)  ( p  q )  ( p  q ) 

7)  [ r  (p  q ) ]   [ q  ( r   / p ) ]  

 
 Logical Equivalence :     التكافؤ المنطقي

متكافئتان اعا وفق  اعا كان جوسون صوسق  P , Qقضية منطقية  يقان ان القضيتان  P , Qلتكن كل من  
P  هو افسه جسون صسقQ ذلك بالرمز   و رمز لP  Q     وتقربP  تكافئQ .منطقياع 
 

 اين هل  مثال:
1)  ( p  q )  ( p  q )     2)  ( p  q )  ( p   q )  

3)  [ p  q ]  [ (p  q )   ( q  p ) ] 4)  p  p    p 

5)  p  p    p  

 
 Tautology Statement:    عبارة تحصيل حاصل

ا ة منطقيووة مركبووة صوواًقة ًالموواع بتوو  النظوور عوون قوويم صووسق ملوااتهووا فتسوومل تلووك العبووا ة اعا كااووت عبوو 
 و ملن القون ااها قضية صاًقة منطقياع. Tautologyبالعبا ة الصاًقة منطقياع او تحصيل حاصل او تتولوج  

 
 اين هل العبا ات اًااه تحصيل حاصل ام لا مثال:

1)  p    p 2)  ( p  q )    ( q  p ) 

 
  لتكن كل منP , Q    قضية فننP   Q    اعا وفق  اعا كاات العبا ةP  Q   .تحصيل حاصل 

 
 Contradiction:     عبارة التناقض

اعا كااووت عبووا ة منطقيووة مركبووة كاعبووة ًالموواع بتوو  النظوور عوون قوويم صووسق ملوااتهووا فتسوومل تلووك العبووا ة  
 القون ااها قضية كاعبة منطقياع. بالعبا ة الكاعبة منطقياع او التناق  و ملن
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 اثبت ان العبا ات اًااه ه  عبا ات تناق  مثال:
1)  p    p 2)  p    p 

 
  العبا ةQ   عبا ة تناق  اعا وفق  اعا Q    .عبا ة تحصيل حاصل 

   ليلنt    مزاع لعبا ة تحصيل حاصل  و f   مزاع لعبا ة التناق  فاعا كاات p ة فنن:اية عبا ة منطقي 

1)   p    t    p 2)  p    f    f  

3)   p    t    t 4)  p    f    p  

 
 Logical Implication:     الاقتضاء المنطقي

ي الول    Pقضية  يقوان ان    P , Qلتكن كل من   صواًقة  Pصواًقة متول كااوت  Q  اعا كااوت  Qتودً
ي الل  Pوتقرب    P  Qو رمز لذلك   .Pتستنتج منطقياع من  Qاو  Qتقتض   Pاو    Qتدً

 تحصيل حاصل. ( p  q )اعا وفق  اعا     P  Qبمعنل اةر  
 
   الرمز  .هو بًاة  ب  العبا ات المنطقية 

   الرمز  . يحسً ع قة اين قضيتين وهو ليس بًاة  ب 

 
  p p ]  q )  [( p اثبت ان     مثال:

عبوا ة تحصويل حاصول  و لوون علوك مون ةو ن   p [  p ( p  q )]الحول: يملون اثبوات علوك اعا اينوا 
 جسون الصسق.

P q p  q ( p  q )  p [( p  q )  p ]  p 

T T T T T 

T F F T T 

F T T F T 

F F T F T 

 هو تحصل حاصل.  p [  p ( p  q )]( والذي يمثل العبا ة 5بما ان العموً  قم )
  p [  p ( p  q )]وبالرموز  pتقتض  العبا ة  [  p ( p  q )]اعن العبا ة 

 قضية فنن  P , Qمبرهنة: لتكن كل من 
    1- P  Q      اعا وفق  اعا P  Q    .ه  عبا ة تحصيل حاصل 
 .P  Qفنن       P  Q       Q  Pاعا كاات    -2    
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 Algebra of Propositions:     جبر القضايا
 ن القوااين الت  سوف است سمها ف  تبسي  القضايا الجبر ة الل ابس  صو ة مملنة.اًااه مجموعة م

1 p  p  p p  p  p قااواا ال امو 
Idempotent laws 

2 p  (q  r)   (p  q)  r p  (q  r)  (p  q)  r قااواا التجميع 
Associative laws 

3 p  q  q  p p  q  q  p تباًنقااواا ال  
Commutative laws 

4 p  (q  r)  (p  q)  (p  r) p  (q  r)  (p  q)  (p  r) قااواا التوز ع 
Distributive laws 

5 
P  t  t 

P  t  p 

P  f  p 

P  f  f 
 القوااين المحايسة

6 
P   p  t 

P   p  f 

  ( p )  p 

  f   t  

  t   f 

 قوااين المتممات
Complement laws 

7   (p  q)    p   q   (p  q)    p   q قااواا ًيمو كن 
Demorgans laws 

8 if   P  Q    P   Q   

 

 -باست سام القوااين الجبر ة بس  كل من العبا ات الاتية: مثال:
1-  ( p  q )    ( p  q )  

2-   q   ( p    q ) 

3-   [ p   ( p  q ) ]  q 

4-   ( p  q )  ( p   q ) 

5-   ( p  q )  ( q  p )   error 

6-   ( p   q ) 

7-   ( p   q ) 

8-   ( p  q )  (  p  q ) 
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  Conditional Statements and Variations     العبارات الشرطية والتناقض:
 : p , q ,   p ,   qفيوجس ا بعة احتمالات لتكو ن عبا ات شرطية من    عبا ة   p , qاعا كاات  

 

1-    p     q 
 

 

2-    q     p p     q    لو  Inverse proposition                       يةقضية علس  

3-   p    q p     q    لو Converse proposition                     قضية اقيضه 

4-  q    p p     q    لو Contra positive  proposition قضية اقيضه علسية 
 الع قات اين القضايا اع ه ه  :

p     q      q   p  

q     p       p  q 

 
 :البرهان بطريقة التناقض

 عسً زوج  ايضاع. nعسًاع زوجياع فنن  2nاثبت ااه اعا كان  مثال:
 عسً زوج ( 2nتمثل القضية )   Pالحل:     لتكن 

 عسً زوج ( nتمثل القضية )  Qولتكن           
تحصويل حاصول )صواًقة منطقيواع( وهوذا يلوافئ ان ابورهن   P  Qبي ان    P  Qالمطلوو  ان ابورهن ان  

 تحصيل حاصل )صاًقة منطقياع(  Q   Pان  
ياع فنن  nوهذا يعن  )ان ابرهن ااه اعا كان  ياع ( وهذا اسهل من البرهان اع ه. 2nعسًاع فرً  عسًاع فرً

 حيث يملن فرا ان 
                                  n = 2m +1           ي حيث  عسً صحيح فنن  mعسً فرً

ي وعلك من ة ن م حظة الات           4m +1 2= (2m + 1) = 4m 2n +فنن         عسً فرً
 .mتكون عسًاع  زوجياع لأي عسً صحيح           24m         واضح ان                        
 .mتكون عسًاع  زوجياع لأي عسً صحيح           4m = 2 (2m)وكذلك                          

                                     + 4m 2m           تكون عسًاع  زوجياع لأي عسً صحيحm. 
                                + 4m +1 24m          ياع   لأي عسً صحيح  .mتكون عسًاع  فرً

ياع  2nوهذا يعن  ان   عسًاع فرً
      Q     Pبي ان  
 P  Qاعن      

 عسً زوج . nعسًاع زوجياع فنن  2nبي ااه اعا كان 
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 Quantifiersت:     المسورا
 لاحظ العبا ات الاتية:

 لزي الموحس الجامع .يوجس طالب ف  ها الصف يرتسي ا -1
 كل طالب ف  هذا الصف يرتسي الزي الموحس الجامع . -2

 
 العبا ة الاولل مسو ة جزلياع  وكلمة يوجس تسمل مسو اع جزلياع.

 العبا ة الثااية مسو ة كلياع  وكلمة كل تسمل مسو اع كلياع.
 

 Existential Quantifier:     المسور الجزئي

صوواًقة (  P(x)بحيوث  x  A  العبوا ة ) يوجوس  Aلول المجموعووة ع xجملوة مفتوحوة فو   P(x)لوتكن 
  x  A ,  P(x)تسمل عبا ة مسو ة جزلياع وبالرموز تكتب:                        

 ( و سمل مسو اع جزلياع.There existيقرب )يوجس  الرمز 
 

  ( ان العبا ةA ,  P(x) x    تكون صاًقة اعا كاات مجموعة الصسق )pT ر ةالية بي غي    pT 

 
 امثلة: 

 حقخ المتراجحة.ي  n = 1( عبا ة صاًقة لااه مث ع   n  N   ,   3n + 1 > 2 العبا ة ) -1
 
 2x 0 = 1 +ق  يحقخ المعاًلة ( عبا ة كاعبة لااه لا يوجس عسً حقيR   ,   x x  |2 0 = 1 +العبا ة ) -2
 

 Universal Quantifier:     المسور الكلي

صوواًقة (  P(x)بحيووث  x  A  العبووا ة ) لكوول  Aعلوول المجموعووة  xجملووة مفتوحووة فوو   P(x)تكن لوو
  x  A ,  P(x)تسمل عبا ة مسو ة كلياع وبالرموز تكتب:                        

 ( و سمل مسو اع كلياع.For allيقرب )لكل  الرمز 
 

 ( ان العبا ةA ,  P(x) x    تكون صاًقة اعا كاات ) مجموعة الصسق= A pT  

 
 امثلة: 

 .N pT =ا ة صاًقة لان ( عبN   ,   n >  n  -2 العبا ة ) -1
 حقخ المتراجحة.ي x = 1/2( عبا ة كاعبة لااه يوجس عسً اسب   x  Q   ,   x > 1العبا ة ) -2
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 ثر(.قس يلون ف  افس العبا ة المطروحة مسو  كل  )واحس او اكثر( ومسو  جزل  )واحس او اك 

 مثلًا: 
1)   x  A   ,    y  N   ,    z  B   ,   P(x , y , z) 

2)   x  A   ,    y  B    ,   P(x , y) 

 
     } = A-{1 , 0 , 1   لتكن  مثال:

 تكون عبا ة صاًقة من ة ن م حظة الات       x  A   ,   y  A  ,   x + y = 0فنن العبا ة 
 x  A  y  A P(x,y):    x + y = 0 

1 -1    1 + (-1) = 0 

0 0    0 + 0     = 0 

-1 1   -1 + 1    = 0 

 

 تكون كاعبة )لماعا(.      y  A   ,    x  A   ,   x + y = 0اما العبا ة  
 
  وهذا يوضح ان y ,  x , P(x,y)        x  ,  y  , P(x,y)       

 
 Negation of Propositions which contain Quantifiers :    نفي العبارات المسورة

 لناةذ العبا ة ) كل طالب ف  هذا الصف معسله ثمااون ( مملن افيها كات : 
 ) ليس صحيح ان كل طالب ف  هذا الصف معسله ثمااون ( 
 وهذا يعن  ااه ) يوجس علل الاقل طالب واحس ف  هذا الصف معسله لا يساوي ثمااون ( 
 اكتب علك  و مز اع 

(x  طالب معسله لا يساوي ثمااون,  (  x  M (x  طالب معسله ثمااون  ( x  M   ,  
 

 مبرهنة:
1)    (  x  A  ,  P(x) )    (  x  A   ,   P(x) ) 

 

2)    (  x  A   ,  P(x) )    (  x  A  ,   P(x) ) 

 ااف العبا ات التالية: مثال:
1)    x  |R  ,  y  |R  ,  x + y = y 

 

2) ( ( 2n + 3 > 7 )  ,  n  N لكل ) 
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 Logical Reasoning:     التعليل المنطقي
 nS…, , 2, S1Sعبا ة يملن استنتاجها من   Sمجموعة من العبا ات  ولتكن   nS…, , 2, S1Sلتكن  

تسومل  nS… , ,  2, S 1Sحيوث  tArgumen( تسومل مجاًلوة  nS… , ,  2, S 1Sتسوتنتج مون  Sان العبوا ة ) 
 .Conclusionتسمل انتيجة المجاًلة  Sو   Premisesبمقسمات او فرضيات المجاًلة 

 S  |   nS… , ,  2, S 1Sواعبر عن المجاًلة اع ه   اضياع كالات :        
 . Invalidاو ةاطئة )غير صالبة(  Validوقس تكون المجاًلة صالبة 

 
            المجاًلةP  |   nP… , ,  2, P 1P        تكون صالبة 

 تحصيل حاصل   P  ]   nP …   2P  1[ Pاعا وفق  اعا           
 P  ]   nP …   2P  1[ Pوهذا يعن  ان         
 

 اين هل المجاًلات التالية صالبة ام ةاطئة: امثلة:
1)       S1:    اعا كان الجو ممطراع فنن احمس سيصا  بالز كام 

S2:                                 احمس لم يصب بالزكام 
         ____________________________ 

 S :                                     الجو لم يلن ممطراع 
 

2)       p  q   ,    p    |    q 

 

3)       p   q   ,    r  q   ,   r    |    p 
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 المتجهات
 صلالف هذا في سنتناول .خواصها وبعض والمصفوفات المتجهات على مختصرة نظرة سنلقي الفصل هذا في

 :الآتية المواضيع
 ة(الأولي المبادئ بعض) المتجهات .1
 .المتجهات على العمليات بعض .2
 .ي)النقطي(العدد الضرب .3
 المصفوفات .4
 فوفاتالمص أنواع .5
 العمليات على المصفوفات .6

 
 ية(الأول المبادئ ضعب) المتجهات

 اتجاها  و مقدارا لكتمت التي الكميات لتمثيل المتجهات تستخدم .ستخدمت ولماذا المتجهات بفائدة الفصل نبدأ دعنا
 اتجاه له بخط المتجه نمثل أن يمكن .اتجاههاو مقدارها نعرف لان نحتاج القوة لتعريف مثل   والقوة كالسرعة

  .المتجه اتجاه هو طالخ واتجاه مقداره الخط طول يمثل

 التاليةيكتب المتجه بالصيغتين 

1

2

1 2, ,..., n

n

a

a
v or v a a a

a

 
 
  
 
 
 

  

 

1 تعريف طول المتجه 2, ,..., nv a a a : هو 

 
1

2 2 2 2
1 2 ... nv a a a      

 جد طول كل من المتجهات الآتية: :مثال

 

1.  
1

23, 5,10 9 25 100 134v v        

2. 3,0,11w w    

3. 3,4q q    

 

 المتجهات جبر

 الجمع 

1ليكن لدينا  :جهاتالمت بجمع نبدأ 2 1 2 3, , & , ,nb b b b a a a a  

1فان حاصل الجمع  1 2 2 3 3, ,a b a b a b a b     

 

 1الطرح يكون 1 2 2 3 3, ,a b a b a b a b     

 للمتجه  متجه الوحدةv متجه الأصلي.والذي يكون بنفس اتجاه ال 

v
U

v
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5,2,1vيجاد متجه الوحدة للمتجه مثال ذلك نحاول ا    

1 5 2 1
5,2,1 , ,

30 30 30 30

v
U

v


     

 هو واحد ومن هنا جاءت التسمية. Uوأن طول المتجه 
 

1

225 4 1 30
1

30 30 30 30
U

 
     
 

 

  الضرب النقطي 

 

1 1 2 2 3 3a b a b a b a b    

,3 مثال ذلك الضرب النقطي للمتجهين 5,10 & 3,0,11v w    هو 

3*3 ( 5)*0 10*11 9 0 110 119v w          

 الزاوية بين المتجهين إيجاديستفاد من الضرب النقطي في 

1

cos , 134, 130

119 119
cos 0.90162

131.985134 * 130

cos (0.90162) 25.6281o

v w
v w

v w
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 :الضرب الاتجاهي 
. sina b a b     

 

 

1 2 3

1 2 3

2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1( ) ( ) ( )

3 5 10

3 0 11

( 5*11 11*0) (3*11 10*3) (3*0 ( 5)*3)

55 3 15

55, 3,15

i j k

a b a a a

b b b

a b a b i a b a b j a b a b

i j k

v w

i j k

i j k



 

     



  

       

   

 

 

 

 

 

a: جد مثال b   3اذا كان 4 , 2 3a i j b i k      

3 4 0

2 0 3

( 3*3 0) (3*3 0) (3*0 ( 4)* 2)

12 9 8

12, 9, 8

i j k

a b

i j k

i j k



  



        

   

   

 

 

 لـ والزاوية  جد حاصل الضرب النقطي والاتجاهيمثال : 

 

kjiB

kjiA

345

472
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 المحددات

 

  المحددات الثنائية: .1
 على الصورة التالية: b 2, a 1, b 1a ,2عندما تكتب الكميات الأربع 

22

11

ba

ba
 

 لتالية:تب هذه النتيجة على الصورة اتكو  1b2a- 2b1aفإنه يقصد بذلك المقدار الجبري  

1221

22

11
baba

ba

ba
D   

 

1a  ,ويسمى الطرف الأيسر لهذه المتساوية بالمحددة والطرف الأيمن بمفكوك المحددة، وتسمى الكميات 

2, b 2, a 1b أو مكونةات المحةددة. ولمةا كانةه هةذه المحةددة  المرتبةة كمةا هةو موضةل بةالطرف الأيسةر بعناصةر

 محددات ذات الرتبة الثانية.لى صفين وعمودين فأنها تسمى بالتحتوى ع

 

 ( : إوجد قيمة المحددة:1مثال )

54

82 
 

 الحـــــــــل

    4232104852
54

82



 

 

  (  : اثبه أن:2مثال )

2

sin cos
1)) 1

cos sin

2))
a b a

b
a a b

 

 





 



 

 لالحــــــــ

   

2 2

2 2 2 2

sin cos
1)) sin cos 1

cos sin

2))

                         

a b a
a b a b a a

a a b

a b a b
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 (ة)ذات الرتبة الثالثالمحددات الثلثية  .2

 سبة للمحددات الثنائية فإنه إذا وضعه الكميات التسع على الصورة:سبق شرحه بالنعلى غرار ما  

 

333

222

111

cba

cba

cba

 

 فإنه يقصد بذلك المقدار

33

22

1

33

22

1

33

22

1
ba

ba
c

ca

ca
b

cb

cb
a  

  أي المقدار الجبري

      
233212332123321

babaccacabcbcba  

 

لثالثةة.. ت الرتبة ابالمحددة الثلثية أو ذا تسمى ثلثة صفوف وثلثة أعمدة فإنها ونظرا  لاحتواء هذه المحددة على

مكةن فةك بعناصةر المحةددة أو مكوناتهةا. ويلحةه أنةه ي 3c 2c 1, c 3b 2b 1, b 3a 2a 1a وتسمى الكميةات التسةع 

 شارات:صف أو أي عمود مع مراعاة القاعدة التالية للإ المحددة باستخدام عناصر أو مكونات أي

 







 

 

مةةور رقمةةي هةةي مج mحيةة   )-m)1ير بالةةذكر ملحظةةة أن اةشةةارة المصةةاحبة للعنصةةر تتبةةع القاعةةدة الجةةدومةةن 

 الصف والعمود الموجود به العنصر.

 

 (: إوجد مفكوك المحددة الثلثية التالية:3مثال )

921

275

143

D  

 الحــــــــل

 

 أتى:ل أي صف أو أي عمود كما يلمحددة باستعمايمكن فك هذه ا 

 

  أولا :باستعمال الصــــف الأول:

     

      8710124544633   

172511295422973D
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  ثانيا :باستعمال الصــف الثاني:

     

      846212772365   

142321193721945D




 

 

 ثالثا :باستعمال الصــف الثال :

     

      820219562781   

547395123271241D




 

 

 بعا :باستعمال العمـود الأول:را

     

      878123644633   

712412194522973D




 

 

 ثانى:خامسا :باستعمال العمود ال

     

      856212772454   

512321193712954D




 

 

 سادسا :باستعمال العمود الثال :

     

      8202194627101   

547391423217251D




 

 

 المحددات الصغرى )مرافق العنصر(: .3
خرى من المرتبةة الثانيةة ويطلةق علةى بملحظة مفكوك أي محددة ثلثية نجد أنها تحتوى على محددات أ 

 صلية.دة الأللمحد )المصغرات( حددات بالمحددات الصغرىهذه الم

 فإذا كانه المحددة الأصلية هي:

 

333

222

111

cba

cba

cba

D  

 

ن عنةد فان المحةددة الصةغرى الناتجةة عةن حةذف العمةود الأول والصةف الأول )أى العمةود والصةف اللةذان يلتقيةا

 أي أن: 1Aا بالرمز ز لهويرم 1aالمحددة الصغرى المناظرة للعنصر ( تسمى 1aالعنصر 

33

22

1
cb

cb
A  

 هي: 2Bوالتي يرمز لها بالرمز  2bوبالمثل فالمحددة الصغرى للعنصر 

33

11

2
ca

ca
B  
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 هي: 3Cوالتي يرمز لها بالرمز   3cوالمحددة الصغرى للعنصر  

22

11

3
ba

ba
C   كذا.......وه 

 

 الآتية:بإحدى الصور  (D)يمكن كتابة مفكوك المحددة  وباستخدام المحددات الصغرى 

 باستخدام الصـف الأول:
111111

CcBbAaD  

 باستخدام الصف الثاني:
222222

CcBbAaD  

 باستخدام الصف الثال :
333333

CcBbAaD  

 باستخدام العمـود الأول:
331111

AaAaAaD  

 ني:باستخدام العمود الثا
332211

BbBbBbD  

 د الثال :باستخدام العمو
332211

CcCcCcD  

 

ويتضل من ذلك أنه يمكن إيجاد مفكوك المحددة باستخدام عناصر أي صف أو أي عمةود ويكةون معامةل  

حسةةةةةب قاعةةةةةدة اةشةةةةةارات   -شارة + أو كل عنصر هو المحددة الصغرى المناظرة لهذا العنصر مسبوقة بإ

تبتةةي هةةي مجمةةور ر mحيةة   )-m)1حسةةب القاعةةدة  المحةةددةبق شةةرحها والتةةي تةةرتبط بوضةةع العنصةةر فةةي السةةا

 الصف والعمود اللذان يلتقيان عند هذا العنصر.

 

 (: إوجد مفكوك المحددة:4مثال )

   

952

670

143

D   

 

 الحــــــل

 باستخدام العمود الأول:

      1337242536030633    

67

14
2

95

14
0

95

67
3D




 

 

 لصف الأول:باستخدام ا

      1331401120430633    

52

70
1

92

60
4

95

67
3D




 

 

 أي صف أو أي عمود يمكن الوصول إلى نفس النتيجة. وهكذا باستخدام
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ويمكن الحصول على مفكوك محددة الرتبة الثالثةة كمةا هةو موضةل فةي اللةكل التةالي، وفيةه تكةرر كتابةة  

خةذ النةةات  اه الأسةهع الموضةةحة ونألأول والثةاني إلةةى يمةين العمةةود الثالة  ثةةع نضةرب الأعةةداد فةى اتجةةالعمةودين ا

ليسةار اليمةين إلةى ته إن كان السهع متجها  من اليسار إلى اليمين أ بإشارة مخالفة إن كةان السةهع متجهةا  مةن ابإشار

 وتجمع هذه النوات .

 

33

22

11

333

222

111

ba

ba

ba

cba

cba

cba

 

 

 

 لمحددة الآتية:(:إوجد حل ا5مثال )

952

670

143

D  

 

 الحـــــل

52

70

43

952

670

143

 

      

    

    13310423709014048189

904563271   

501264973







 

 

 الخواص الأساسية للمحددات. اهع

 
 إذا بدله الصفوف بالأعمدة في أي محددة فإن قيمة المحددة لا تتغير. أولا :

321

321

321

333

222

111

ccc

bbb

aaa

cba

cba

cba

 

 

دة عةر هةي نفةس مكونةات محةددة الطةرف الأيمةن، وبنةاء  علةى القالما كانه مكونات محددة الطرف الأيس

باسةتخدام  صف أو أي عمود فيها فإنه يمكن فةك محةددة الطةرف الأيسةرالقائلة بإمكان فك أي محددة باستخدام أي 

 الصةةف الأول ومحةةددة الطةةرف الأيمةةن باسةةتخدام العمةةود الأول وبهةةذا نصةةل إلةةى المطلةةوب وهةةو تسةةاوى قيمةةة

 المحددتين.
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 قيمتها: إشارة هذه المحددة تتغير ولا تتغير  إذا أستبدل صف مكان صف أو عمود مكان عمود فإن ثانيا :

333

111

222

333

222

111

cba

cba

cba

cba

cba

cba

 

استخدام يمن بونصل للمطلوب إثباته إذا تع فك محددة الطرف الأيسر باستخدام الصف الأول ومحددة الطرف الأ

 الصف الثاني.

 

 تتطابق صفين أو عمودين فيها: تنعدم المحددة إذا ثالثا :

333

111

111

cba

cba

cba

D  

خدام الخاصةية السةابقة واسةتبدال الصةفين المتسةاويين )أو باسةت (D)فلو فرضنا أن قيمةة المحةددة تسةاوى  

 العمودين المتساويين( بعضهما ببعض فإن إشارة المحددة تتغير ولا تتغير قيمتها.

0D  

0D2

DD  







 

ة قةد فةإن هةذا يعنةى أن قيمةة المحةددضةربه عناصةر أي صةف أو عمةود فةي مقةدار ثابةه )معامةل مةا(  إذا رابعا :

 المقدار أو نفس المعامل كما يلي: ضربه في نفس

333

222

111

333

222

111

cba

cba

cba

f

cba

cba

fcfbfa
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 ـ إيجاد مقلوب )أو معكوس( مصفوفة

من يمينهاا وو مان  Aإذا ضربت بالمصفوفة   1Aهو مصفوفة نرمز له بالرمز Aمقلوب المصفوفة المربعة إن 
I  :IAAAAيسارها كان الناتج مصفوفة واحدية    11 

 يمكن الحديث عن مقلوب مصفوفة إلا إذا كانت المصفوفة مربعة.من هنا نلاحظ ونه لا 

سااندرإ إيدااال مقلااوب مصاافوفة ماان المرتبااة الوانيااة ةاام مقلااوب مصاافوفة ماان المرتبااة الوالوااة. ومااا المصاافوفات ماان 
 وعلى فلا تختلف طرق حساب مقلوباتها عن حالة المصفوفة من المرتبة الوالوة.مراتب 

 الثانية مقلوب مصفوفة من المرتبة -

 لتكن لدينا المصفوفة من المرتبة الوانية الآتية:











2221

1211

    

    

aa

aa
A 

 يمكن اتباع الخطوات التالية:  1Aمقلوب هذه المصفوفة لإيدال 

 هو: محدلهذا ال. و Aالمصفوفة  محدلنحسب  ا 1



 فوفاتوالمص متجهاتلث الالثا الفصل              ادة: هياكل متقطعة  الصف الاول                     م

 16                     جامعة الموصل / كلية التربية / قسم علوم الحاسبات                       

21122211
2221

1211
..

    

    
aaaa

aa

aa
 

ببعضاهما وضارب عنصاري  Aا نوجد المصفوفة المساعدة وذلك بتبديل عنصري القطر الرئيس في المصافوفة  2

 كما يلي:فتكون  hA. سنرمز للمصفوفة المساعدة بالرمز(-1القطر الوانوي با )















1121

1222

  aa

aa
Ah 

علاااى  hAبتقسااايم كااال عنصااار مااان عناصااار المصااافوفة المسااااعدة    Aالمصااافوفة ا نحساااب مقلاااوب )معكاااوإ(  3

 . وي ون: محدلال





























1121

1222

1

        

     

aa

aa
A

A
h

 

 مثال:
 لنوجد مقلوب المصفوفة: 








 


51

12
A 

 هذه المصفوفة يساوي: محدلإن 

11)1(110
51

12



  

 وما المصفوفة المساعدة فهي:













21

15
hA  

 ومقلوب )معكوإ( المصفوفة هو:


































11

2

11

1
11

1

11

5

21

15

11

11
hA

A  
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 ببعضهما: 1Aو  Aلحساب بضرب المصفوفتين ويمكننا ون نتأكد من نتيدة ا


































 


10

01

11

2

11

1
11

1

11

5

51

121AA 

جول و الصفر فلا يكون لها مقلوب. من هنا فإن شرط المصفوفة مساويًا  محدلا كان ملاحظة: من الواضح ونه إذ
ة يساوي الصفر إنها شاذ محدلغير مساو للصفر. نقول عن المصفوفة التي  هامحدلمقلوب للمصفوفة ون يكون 

 )غير نظامية(. ونعلم الآن ون المصفوفة الشاذة ليس لها مقلوب. 
 الثالثة:مقلوب مصفوفة من المرتبة  -ب

 فة من المرتبة الوالوة الآتية:لتكن لدينا المصفو 



















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A 

 نتبع الخطوات التالية: A-1لإيدال مقلوب هذه المصفوفة 
 Aفعنادها نقاول إن المصافوفة  0فإذا تباين ون  .Aللمصفوفة   محدلنوجد قيمة ال الخطوة الأولى:

 .ة الوانيةفننتقل إلى الخطو  0وب. وما إذا كان شاذة وليس لها مقل
ونضـ  هـ ا المرافقـات رصـوصة مصـفوفة  Aنوجـ  مرافـك  ـل ر صـر مـن ر امـر المصـفوفة  الخطوة الثانيـة:

ر صر مرافـك رـالرمز ولكل  cAالمرافقات. وسوف نرمز لمصفوفة المرافقات رالرمزنطلك رليها اسم مصفوفة 
c

ija من المرتبة الثالثة(: مح دالمرافقات في إيجاد قيمة ال )ولق  شرح ا  يفية إيجاد مصفوفة 


















ccc

ccc

ccc

c

aaa

aaa

aaa

A

333231

232221

131211

 

  الخطوة الثالثة:

 ( وهي عبارة عن مدور مصفوفة المرافقات، وي ون:hAنوجد المصفوفة المساعدة )والتي نرمز لها با 



 فوفاتوالمص متجهاتلث الالثا الفصل              ادة: هياكل متقطعة  الصف الاول                     م

 18                     جامعة الموصل / كلية التربية / قسم علوم الحاسبات                       


















ccc

ccc

ccc

h

aaa

aaa

aaa

A

332313

322212

312111

 

  الخطوة الرارعة:

(، فنحصاال 0)حيااث فرضاانا  محاادلعلااى قيمااة ال hAاعدة نقساام كاال عنصاار ماان عناصاار المصاافوفة المساا
 بذلك على مقلوب المصفوفة:

 




































ccc

ccc

ccc

h

aaa

aaa

aaa

A
A

332313

322212

312111

1 

 

 :1مثال

 لتكن لدينا المصفوفة: 



















213

021

103

A  

 نتبع المراحل السابقة:1Aلإيدال مقلوبها 

 عن طريق نشرها وفق عناصر السطر الأول فندد ون: ا نحسب المحدلة 1

05

5)61(10)04(3




 

 د مصفوفة المرافقات فندد:ا نوج 2

























612

331

724
cA  
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 والتي هي مدور مصفوفة المرافقات، فندد ون: hAا نوجد المصفوفة المساعدة  3

























637

132

214
hA  

 ، فنحصل على مقلوب المصفوفة:حدلا نقسم عناصر المصفوفة المساعدة على الم 4

























5/65/35/7

5/15/35/2

5/25/15/4
1A 

 حة عملنا وذلك بالتحقق من صحة العلاقة التالية:نستطيع ون نتأكد من صو

IAA 1 
 

 :2 مثال

 ووجد مقلوب المصفوفة التالية: 



















104

311

032

A  

 وفق عناصر السطر الأول: حدلوذلك بنشر الم  حدلا نوجد قيمة الم 1

310)121(3)1(2

104

311

032

  

 031إذن 

 المرافقات: وفةا نوجد مصف 2

























569

12  2  3

4  11  1
cA  

 ا نوجد الآن المصفوفة المساعدة )وهي مدور مصفوفة المرافقات(: 3
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512  4

62  11

9 31
hA  

 ووخيراً يكون مقلوب المصفوفة هو:ا  4




























31/531/1231/4

31/631/231/11

31/931/331/1
1

hA
A  

ة رويناه في حالاة المصافوفلا تختلف طريقة إيدال مقلوب مصفوفة من مرتبة رابعة وو خامسة ...، عما  ملاحظة:
 من المرتبة الوالوة.

 يتمتع مقلوب المصفوفة بالخواص التالية:
),(بين المصفوفة  ا توجد 1 nnA  ومقلوبها),(

1
nnA.ًالعلاقة التالية المحققة لوما 

),(),(),(
1

),(
1

),( .. nnnnnnnnnn IAAAA   

 ناصرها مقلوب عناصر المصفوفة الأصلية. وي ون:هو مصفوفة قطرية عمقلوب المصفوفة القطرية ا  2




































33

22

11

1

33

22

11

/1

/1

/1

a

a

a

a

a

a

 

  

 قلوب المصفوفة المقلوبة هو المصفوفة الأصلية، وي ون:م -3
  AA nn  1

),(

1 
 ا مقلوب جداء مصفوفتين يساوي جداء المقلوبين بعد تبديل مواضعهما، وي ون: 4

  ),(

1

),(

11

),(),( .. nnnnnnnn ABBA
  

 المصفوفة يساوي مدور مقلوب المصفوفة، وي ون: ا مقلوب مدور 5

  t
nnA  ),(

1   =    1

),(



nn

t
A 

 بوساطة تطبيقات عدلية. ونستطيع التأكد من صحة هذه الخواص
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 استخدام المحددات في حل المعادلات
 حل معادلتين خطيتين في مجهولين  -أ 

  نعلع أنه لحل المعادلتين 

222

111

cybxa

cybxa




 

كون حل ، وي yبينهما للحصول على  xةم تحذف  xمن المعاللتين للحصول على قيمة  yنقوم بحذف 
  المعاللتين هو:

1221

1221

baba

bcbc
x




   

1221

1221

baba

caca
y




   

 وباستخدام المحددات يمكن كتابة الحل العام للمعادلتين الخطيتين على الصورة التالية:

 

22

11

22

11

ba

ba

bc

bc

x      

22

11

22

11

ba

ba

ca

ca

y    

 

aر الجبةةري هةةذا بلةةرط أن محةةدد المقةةام لا يسةةاوي صةةفر، أي أن المقةةدا b a b1 2 2 1 0   وهةةذا الحةةل العةةام يمكةةن

 كتابته أيضا  على الصورة:

 

22

11

22

11

22

11

ba

ba

1

ca

ca

y

bc

bc

x
 

D

1

D

y

D

x
or

yx

 

 

 D من المحةددة Dxالخطية بقاعدة كرامر وتحصل على المحددة  وتسمى هذه الطريقة في حل المعادلات

لةةى ( وبالمثةةل نحصةةل ع xكةةان عناصةةر العمةةود الأول )معةةاملت )محةةددة المعةةاملت( بوضةةع الحةةدود المطلقةةة م

 (. yبوضع الحدود المطلقة مكان عناصر العمود الثاني )معاملت Dyالمحددة 

 

 دلتين:لمعالجد باستخدام المحددات حل : (6)مثال 

3y4x5

8   y2x3   
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 الحـــــل

 المطلوب نحصل عليه من العلقتين:

         

    

2
115y13x

2

1

31

y

26

x

2543

1
                                  

8533

y

2348

x

45

23

1

35

83

y

43

28

x


























 

 

 حل ثلث معادلات خطية في ثلث مجاهيل:  -ب 

  نفرض أن لدينا المعادلات الآتية: 

3333

2222

1111

dzcybxa

dzcybxa

dzcybxa







 

 

ث علةةى فةةي المعةةادلات الةةثل x,y,zمعةةاملت  ن كتابةةةالناتجةةة عةة وهةةي Dفةةإذا رمزنةةا لمحةةددة المعةةادلات بةةالرمز 

 .Dالعمود الأول فى المحددة  هي المحددات الصغرى لعناصر 3A2 , A1 , Aصورة محددة فتكون 

 

333

222

111

cba

cba

cba

D 7  

 

 والجمع ينت  أن: 3Aوالثالثة فى  -2Aوالثانية فى  1Aوبضرب المعادلة الأولى في 

 

   

 
332211332211

332211332211

AdAdAdzAcAcAc

yAbAbAbxAaAaAa




 

 .Dهو المحددة  xعبارة عن محددات تساوى الصفر وأن معامل  y , zإثبات أن معاملي ومن السهل 
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333

222

111

332211

333

222

111

cbd

cbd

cbd

AdAdAd

cba

cba

cba

x  

 

ثلثةةة فةةى المعةةدلات ال xبعةةد اسةةتبدال معةةاملت  Dومةةن السةةهل ملحظةةة أن المحةةددة الأخيةةرة هةةى نفةةس المحةةددة 

 وبذلك يكون: Dxبالرمز لهذه المحددة ويمكن أن نرمز  d2,d1d,3بمقادير الطرف الأيمن وهى 

 

DxD.x     
D

Dx
x     

 وبالمثل فإن:

D

Dz
z,

D

Dy
y  

D

1

Dz

z

Dy

y

Dx

x
 

   أي أن:

333

222

111

333

222

111

333

222

111

333

222

111

cba

cba

cba

1

dba

dba

dba

z

cda

cda

cda

y

cbd

cbd

cbd

x
 

 

المعةاملت  فةي xبدال معةاملت ناتجة عن محددة المعاملت باست xويلحه أن المحددة الأولى المكتوبة في مقام 

نت  من استبدال تفإنها  yم كذلك المحددة الثانية المكتوبة في مقا d 2, d 1d ,3الثلث بمقادير الطرف الأيمن وهى 

فإنهةا  zي مقةام وبالمثةل فةي المحةددة الثالثةة المكتوبةة فة d 2, d 1d ,3في المعةادلات الةثلث بالمقةادير  yمعاملت 

فةي حةل  ويمكةن تعمةيع هةذه الطريقةة 3d  2,d 1dمعةادلات الةثلث بالمقةادير فةي ال zمعةاملت تنةت  مةن اسةتبدال 

وى المجاهيةةل بلةةرط وجةةود حةةل ملةةترك لهمةةا أي أن محةةددة المعةةاملت لا تسةةاالمعةةادلات الخطيةةة لأي عةةدد مةةن 

 صفرا .
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 Relations     :العلاقات

 مجموعة فأن A = {2 , 5 , 8}  ،B = {3 , 6 , 7 , 10 , 12}لتكن     مثال:
A  B = { (2,3) , (2,6) , (2,7) , (2,10) , (2,12) , (5,3) , (5,6) , (5,7) , (5,10) , (5,12) ,   

                 (8,3) , (8,6) , (8,7) , (8,10) , (8,12) } 

  a  A  ،b  Bحيث         bاكبر من  aمعرفة كالاتي:        Bالى  Aناك علاقة من وليكن ه
 

 Binary Relations     :الثنائية العلاقات

 ، a  Aحيث  a , bتعبيراً مفتوحاً فيما يخص المتغيرين  P(a,b)مجموعة وليكن  A , Bليكن كل 
b  B. 
 R = ( A , B , P(a,b) )حيث                      Rيرمز لها بالرمز  Bالى  Aفأن العلاقة من  

P(a,b)   فأن العلاقة بين  ً صادقا  اذا كان a , b  يرمز لها بالرمزa R b . 
P(a,b)  العلاقة بين عدم وجود فأن  اً كـــــــاذب  اذا كانa , b  يرمز لها بالرمزa R b . 

 
 Graph of the relationبيان العلاقة:      

 حيث   R*  فأن بيان العلاقة يرمز له بالرمز   R = ( A , B , P(a,b) )  تاذا كان
R* = { (a,b) / a  A , b  B       a R b } 

 R*  ={ (8,7) , (8,6) , (8,3) , (5,3) }           وحسب المثال اعلاه فأن بيان العلاقة هو

 B A      * R ومن خلاله نلاحظ ان   

 

 لاتي:معرفة كا Aالى  Aعلاقة من  Rولتكن   A = { 1,2,3,4,5,6 } المجموعة التالية  لتكن لدينا  مثال:
a   يقسمb     حيث انb  A , a  A . 

 المعرف بالصيغة اعلاه. Rاكتب بيان العلاقة 
 

 .Aعلاقة على المجموعة   Rالى نفسها فيقال ان   Aعلاقة معرفة من   Rاذا كانت    ملاحظة:
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 اصر بيان العلاقة:طرق كتابة عن
 الطريقة الجدولية. -1
 طريقة الصفة المميزة. -2

 
 Bالـى  Aعلاقـة معرفـة مـن  Rولـتكن  A = {2, 4, 6}  , B = {3, 6, 7, 10, 12, 15} لـتكن   امثلـة:

      a R b = {(a,b) / a  A , b  B   b يقسم  { a                               كالاتي:
        a R b = {(a,b) / a  A , b  B   b  = a + 1 } 

 
 التمثيل المصور للعلاقات:

 فأن  A = {1, 2, 3}  ,  B = {a, b}لتكن     مثال:

 :التمثيل السهمي -1
 
 

= { (1,a) , (1,b) , (2,a) , (2,b) , (3,a) , (3,b) } *R 

 
 
 
 
 التمثيل البياني )الديكارتي(: -2
 
 
 
 
 

 

1 

 

2 

 

3 

 

a 
 
b 

A B 

     

     

     

     

     

 A 

B 

1 2 

a 

b 

3 

(1,a) 

(1,b) (2,b) (3,b) 

(2,a) (3,a) 
 2  2  2 

 2  2  2 
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 فوفي (:التمثيل الجدولي ) المص -3

 الى عدم وجود علاقة.  0الى وجود علاقة و  1حيث يشير رقم  
 RMويدعى  التمثيل المصفوفي ايضاَ ويرمز له بــ 

 
 
 

 ملاحظات:
 .يمكن ان تذكر العلاقة ببيانها فقط 

  1ليكن كل منR  2وR  علاقة منA  الىB   2فأنR  1,  R  2R  1, R  2/ R 1R  هو ايضاً علاقة
 مكن التعبير عن كل منها كما يلي:وي Bالى  Aمن 

R1  R2 = { (a,b) / a  A , b  B,     (a,b)  R1      (a,b)  R2 } 

    = { (a,b) / a  A , b  B,       a  R1  b            a  R2  b  } 

 

R1  R2 = { (a,b) / a  A , b  B,     (a,b)  R1      (a,b)  R2 } 

    = { (a,b) / a  A , b  B,       a  R1  b            a  R2  b  } 

 

R1 /  R2  = { (a,b) / a  A , b  B,     (a,b)  R1      (a,b)  R2 } 

    = { (a,b) / a  A , b  B,       a  R1  b            a  R2  b  } 

 

  / N  , x + y N  (x,y)  R = { (x,y)  { 5 =        علاقة معرفة كالاتي: R , Qلتكن كل من   مثال:
  Q = { (x,y) / (x,y)  N  N  , 2x - y = 4 } 

 R  Qو    R  Q    ،R  Q    ، R /  Q  ، Q /Rاحسب  
 

 The domain and the range of relationالمنطلق والمدى للعلاقة: 
 فأن: Bالى المجموعة  Aعلاقة معرفة من المجموعة  Rلتكن  

1-     dom R = { x / x  A ,  y  B   ,    (x,y)  R } 

2-     ran  R  = { y / y  B ,  x  A   ,   (x,y)  R } 

 .Rتسمى منطلق العلاقة  Rمجموعة العناصر الاولى من الازواج المرتبة في 
 .Rتسمى مدى العلاقة   Rمجموعة العناصر الثانية  من الازواج المرتبة في 

 

b a B 

A 
(1,b) (1,a) 1 

(2,b) (2,a) 2 

(3,b) (3,a) 3 
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 نستنتج: 2و  1من 
dom R      A          ,          ran R      B 

 
 فأن:   2N   ,   b = a N , b   R = { (a,b) / a    {حيث  Nعلاقة على  Rلتكن  مثال:

dom R = { a / a  N ,  b  N   ,    (a,b)  R } 

   = { a / a  N ,  b  N   ,       b = a2 } 

            = N 

 

ran  R  = { b / b  N ,  a  N   ,      b = a2 } 

            = { 1, 4, 9, 16, 25, … } 

 (يعطى مجموعة من الامثلة وحسب نوع الصيغة المستخدمة)………… وهكذا
 

 Identity relationالعلاقة الذاتية: 
وتعــرف  AIيرمــز لهــا بــالرمز  Aهــي علاقــة علــى المجموعــة مجموعــة فــأن العلاقــة الذاتيــة  Aلــتكن  
 كالاتي:

IA = { (x,y) /  (x,y)  A  A      x = y } 

 
 

 Inverse relationالعلاقة العكسية: 
 Bفأن العلاقة العكسية هي علاقة من المجموعـة  Bالى المجموعة  Aعلاقة من المجموعة  Rلتكن  

 حيث      R-1يرمز لها بالمز    Aالى المجموعة 
R-1 = { (b,a) / a  A , b  B       (a,b)  R } 

 

 حيث Bالى  Aمن  Rولتكن    A = { 3, 5, 7 }   ,   B = { 3, 4, 15 }لتكن    مثال:
        R = { (3,3), (5,3), (5,15) }                           1 1) ,(3,5) ,(3,3) } =5,5{ (فأن-R 

 

 
  Composition of relationتركيب العلاقة: 

فأنـه توجـد    C : B  2B    ,    R : A  1Rلاثـة مجموعـات وكانـت   ث   A , B , Cلـتكن  
 ) وتقـر       1oR2Rويرمـز لهـا بـالرمز   ( 2Rمـ   1Rتركيـب تسمى العلاقة المركبة )  Cالى  Aعلاقة من 

1R  2تركيبR حيث ) 
R2oR1 = { (a,c) / a  A , c  C    ,     b  B   ,   a R1 b        b R2 c } 
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R2oR1 = { (a,c) / a  A , c  C    ,     b  B   ,   (a,b)  R1      (b,c)  R2 } 

 

 
 

 
 
 
 
 
 

 Bالـى  Aعلاقة مـن  1Rولتكن  A = { a, b, c, d }   ,   B = { 1, 2, 3 }   ,   C = { 4, 9 }لتكن  مثال:
 R 1R   ,   { (c,3) ,(b,2) ,(a,1) } =2 { (2,9) ,(1,4) } =  حيـث  Cالـى  Bعلاقة من  2Rولتكن 

 فأن:
R2oR1 = { (a,4), (b,9) } 

 
 :مبرهنات

 R   1-) 1-( R  =                                                … فأن Aعلاقة على المجموعة  Rلتكن  -1 

 …فأن Bالى المجموعة  Aعلاقة من المجموعة  Rلتكن  -2 
dom R = ran R-1              ,             ran R = dom R-1 

 …فأن Aعلاقة ذاتية على   AIولتكن   Aعلاقة على المجموعة  Rلتكن  -3 
IA o R  =  R o IA  =  R  

 …فأن Aعلاقة على المجموعة  R , S , Tلتكن كل من  -4 
1)      ( T o S )  o R  =    T o ( S o R ) 

2)      ( S  T ) o R  =  ( S o R )  ( T o R ) 

3)      ( S  T ) o R    ( S o R )  ( T o R ) 

4)         T o R               T o S                       فأن…     R  S   اذا كانت 
5)       ( S o R )  T =              ( T o R-1 )  S  =   

6)       ( S o R )-1       =     R-1  o  S-1 

  

 
 
 
 

c 

b a 

1oR2R 

1R 

2R 
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          Type of relations ت:انواع  العلاقا

 Reflexive relation   العلاقة الانعكاسية:    -1
 حققت: اذا Aعلى علاقة انعكاسية    R، يقال ان    Aعلى المجموعة علاقة  Rلتكن        

  a  A        (a , a)  R 
 

 معرفة كالاتي: Aعلاقة على  1Rولتكن   A = { 1, 2, 3, a }لتكن   مثال:
R1 = { (1,1) , (1,2) , (2,2) , (3,3) , (a,a) , (a,2) } 

 1Rتنتمي الى  )a,a) , (3,3) , (2,2) , (1,1(لان الازواج  المرتبة  علاقة انعكاسية   1Rفأن العلاقة  
 انعكاسية.  1Rاذا كانت     1R    AIوهذا يبين ان     )؟؟؟ لماذا(      AIوتنتمي الى 

 
 Symmetric relationة:          العلاقة المتناظر  -2

 حققت:اذا  A علاقة متناظرة على    R، يقال ان    Aعلى المجموعة علاقة  Rلتكن          

   (a , b)  AA ,  (a , b)  R    (b , a)  R   اما

 

 R    =    R-1     او 

 

 
 Transitive relation         العلاقة المتعدية:  -3
 حققت: اذا Aعلاقة متعدية على    R، يقال ان    Aعلى المجموعة علاقة   R  لتكن       

  a, b, c  A , [ (a , b)  R  (b , c)  R        (a , c)  R 

 

 
 ir reflexive relationانعكاسية:          العلاقة غير  -4

 اذا حققت: Aانعكاسية على علاقة غير    R، يقال ان    Aعلى المجموعة علاقة   Rلتكن      
  x  A        (x , x)  R 

 
لــيس بالضــرورة ان تكــون غيــر انعكاســية  Not reflexiveتكــون ليســت انعكاســية  Rلاي علاقــة  ملاحظــة:

 )والعكس صحيح(.
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 Anti symmetric relationلتخالفية: )ضد متناظرة( العلاقة ا -5
 اذا حققت: Aعلى  علاقة تخالفية )ضد متناظرة( Rيقال ان  ، Aعلى المجموعة علاقة   Rلتكن        

  a, b  A ,  [ (a,b)  R  (b,a)  R ]      a = b 

 بعبارة اخرى       
  R (b,a)او     R (a,b)فأن اما     a    bتخالفية وكان  Rاذا كانت       

 
 ه()يعطى مثال يوضح كل ذلك ولكل فقرة من الفقرات اعلا مثال:

 معرفة كالاتي: Aعلاقة على  2Rو  1Rوكانت كل من   A = {1, 2, 4, 6, 7}لتكن  
R1 = {(a,b) / (a,b)  AA   ,  b   a } ,   R2 = {(a,b) / (a,b)  AA ,   a = 2b - 2 } 

 ثــم بــين هــل كــل مــن العلاقتــين اعــلاه يمثــل علاقــة انعكاســية، متنــاظرة، متعديــة، غيــر 2Rو  1Rجــد كــل مــن 
-1عكاسية، تخالفية. ثم جد ان

1R  1و-
2R. 

 
 فأن: Aعلاقة على المجموعة  Rلتكن    مبرهنة:

  AI      1-R Rعلاقة تخالفية )ضد متناظرة(    اذا وفقط اذا                    

 

 Equivalence relationعلاقة التكافؤ:  -6
 اذا حققت: Aؤ على علاقة تكاف   R، يقال ان    Aعلاقة على المجموعة   Rلتكن   
 R                                    علاقة انعكاسية    ي  a  A        (a , a)  R 

 R         علاقة متناظرة     ي  (a , b)  AA ,  (a , b)  R    (b , a)  R 

 R   علاقة متعدية   ي  a, b, c A , [ (a, b)  R  (b, c)  R  (a, c) R 
 
 علاقة معرفة على مجموعة الاعداد الحقيقية كالاتي:  2R( > )و  1R( = )لتكن كل من  ثال:م

R1 =  {(x,y) / (x,y) |R|R      x = y }   

R2 = {(x,y) / (x,y) |R|R      x < y }    

 ظرة.ليست علاقة تكافؤ لانها ليست انعكاسية وغير متنا 2Rبينما  Aتمثل علاقة تكافؤ على  1Rفأن 
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 فأن: Aعلاقة تكافؤ على المجموعة   2Rو  1Rاذا كانت كل من  مبرهنة:
1.     2R  1R    على المجموعة تكون علاقة تكافؤA .ًايضا 

2.    1= R 1o R1 R  

 
 )يعطى مثال توضيحي على ذلك(

 
 Equivalence relation and portionsعلاقات التكافؤ والقسمة )التجزئة( 

 رمـزاً يمثـل مجموعـة aAاو  ]a[ولـيكن    A a، وكـان   Aعلـى المجموعـة   علاقة تكـافؤ Rلتكن  
نصـر بمجموعة الصـف المكـافل للع aAاو  ]a[. )ويسمى الرمز Rوفق العلاقة  aمرتبطة بالعنصر ال العناصر

a )Equivalent class :ويعرف رياضياً كالاتي .) 

Aa = [a] = { x :  x  A ,    (a , x)  R } 

a صف التكافؤ ممثل ل[a]. 
 

 كالاتي: A معرفة على R ولتكن A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}لتكن  مثال:
R = { (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (1,3), (3,1), (1,5), (5,5), (5,1), (6,6), (5,3), (3,5), (6,2),       

          (2,6) } 

 (…هي علاقة تكافؤ.   )لماذا Rان العلاقة  
 فهي:  Aعلى المجموعة   Rؤ وفق العلاقة اما صفوف التكاف

[1] = A1 = { 1, 3, 5 } 

[2] = A2 = { 2, 6 } 

[3] = A3 = { 3, 1, 5 } 

[4] = A4 = { 4 } 

[5] = A5 = { 5, 1, 3 } 

[6] = A6 = { 6, 2 } 

  وعليـه فـأن صـفوف  {3 ,1 ,5} = {5 ,1 ,3} = {5 ,3 ,1}يلاحـظ مـن المثـال اعـلاه ان المجموعـات
 .[5] = [3] = [1]المقابلة لها تكون متساوية ايضاً  ي  التكافؤ 

  هـا وعليـه فـأن صـفوف التكـافؤ المقابلـة ل {2 ,6} = {6 ,2}يلاحـظ مـن المثـال اعـلاه ان المجموعـات
 .[6] = [2]تكون متساوية ايضاً  ي  

 ؤ. كـافعلى الاقل مجموعة صف التكافؤ تضم عنصراً واحداً فيها الا وهـو العنصـر الـذي يمثـل صـف الت
 ) ي صف التكافؤ لا يكون مجموعة خالية(
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  Rعلــــى  Aوتــــدعى بقســــمة   A / Rيرمــــز لهــــا بــــالرمز   Aان مجموعــــة الصــــفوف المكاف ــــة لـــــ 
  ي   quotient relation )مجموعة القسمة(

{ Aa }aA  =  A / R  = { [a]/      a  A } 

 وحسب المثال اعلاه فأن 
A / R = { [1] , [2] , [4] } 

 
 

A مجموعة القسمة للمجموعة  A/Rولتكن ) Aعلاقة تكافؤ على مجموعة غير خالية مثل  Rلتكن  مبرهنة:

 ( اذا حققت:Aتمثل تجزئة للمجموعة  A/Rفأن  Rوفق العلاقة            
1.   

Aa 

Aa    =   A 

2.   [a]      [b]    =              [a] , [b]  {Aa} 

3.   [a]                               a  A 

 
 

 كالاتي: Nعلاقة معرفة على مجموعة الاعداد الطبيعية  Rلتكن   :مثال
R = { (x,y) / (x,y)  NN ,   3 يقبل القسمة على  x – y } 

 ان وجدت. N / Rجد 
 
 
 Partial order relationعلاقة الترتيب الجزئي:  -7

 اذا حققت: Aعلاقة ترتيب جزئي على    R، يقال ان    A علاقة على المجموعة  Rلتكن   
 R  علاقة انعكاسية 

 R علاقة ضد متناظرة 

 R  علاقة متعدية 

 
   :مثال

R = { (x,y) / (x,y)  ZZ ,   3 يقبل القسمة على  x – y } 

L = { (x,y) / (x,y)  ZZ ,   x  y } 
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: لتكن 1مثال  4,3,2,1A  ولتكن 

 )4,4(,)3,1(,)3,2(,)2,1(,)1,1(1 R

  )4,4(),3,3(,)2,2(,)1,2(,)2,1(,)1,1(2 R

  )1,2(,)3,1(3 R

 4R

 
AAR 5  حاصل الضرب الديكارتي

 العلاقة الانعكاسية:
52 , RRانعكاسية باقي العلاقات غير انعكاسية 

 العلاقة المتناظرة :
1R11ست متناظرة وذلك لي )1,2()2,1( RR  
3R 33ليست متناظرة وذلك )1,3()3,1( RR  
542 ,, RRR متناظرة 

 العلاقة التخالفية:
431 ,, RRR تخالفية 
12)1,2(,)2.1(,2  RRR ليست تخالفية 
5R ليست تخالفية 
 العلاقة - )3,2(,)1,3(,)3,1(R  ليست متناظرة وذلكRR  )2,3()3,2(  وليست تخالفية  ,

)3.1(,)1,3(13وذلك  RR 
 العلاقة - )2,2(,)1,1(R متناظرة وتخالفية 

 العلاقة المتعدية:
3R 333ليست متعدية وذلك )3,2()3,1()1,2( RbutRR   مهم جدا 
5421 ,,, RRRR متعدية 
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 :2مثال 

1R يساوي على  علاقة اصغر اوZ 

2R  علاقة احتواء بين المجموعاتCA 

3R  علاقة تعامد ضمن مجموعة مستقيمات في المستوي┴   
4R قة توازي ضمن مجموعة مستقيمات في المستوي   علا║ 

 yxzNzNyxyxR  ,,,:),(5   
 العلاقة الانعكاسية:

521 ,, RRR انعكاسية 
 43 , RRعلاقات غير انعكاسية وذلك لأنه لا يوجد مستقيم متعامد مع نفسه   ولا يوجد مستقيم موازي لنفسه 

 العلاقة المتناظرة :
43 , RR علاقات متناظرة لأنه اذا كانa┴  b   فانهb┴a  كذلك التوازي 
521 ,, RRR  3443ليست متناظرة  but            2,13,2,13,2,12,1  but   23*663*2  but 

 العلاقة التخالفية:
521 ,, RRR  تخالفية 
43RR ليست تخالفية 
 

 العلاقة المتعدية:
521 ,, RRR متعدية 
cacbbaR  ,1 

CACAR  B,2 
caxcbybazR  ,5 
3R ليست متعدية وذلكa┴b  b┬c ┬┴  لكن a  ليس متعامد معc 

4R ليست متعدية وذلكa║b و b║a   لكن a  لا يوازيa 
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 Functions (Mapping)الدوال : 
 .Bالى المجموعة  Aعلاقة من المجموعة غير الخالية  Fلتكن  
ر . ويعبيBمع عنصر وحيد فيي  A، اذا اقترن كل عنصر في Bالى  Aدالة )او تطبيق( من  Fيقال ان         

B  Aاو        B F: A             بالرموز كالاتي: Fعن الدالة 
f
       

 
   تكون العلاقةF  اذا وفقط اذا تحقق الشرطان: دالة 

1)      a  A  ,   b  B    ,  (a , b)  f 

2)     if (a , b1)  f   ,  (a , b2)  f    then    b1 = b2 

 

  المجموعة   تدعىA   بمنطلق )مجال( الدالةf.                                              A  =  fD dom f  = 

    تدعى المجموعةB   بمستقر الدالةf   ويرمز لها بالرمز . Cod f . 

   تييدعى مجموعيية العناصييير الموجييودة فييييB    والتييي تم يييل صييو ا(Image  لعناصييير )A    بمييدا الداليييةf   
 أي:    f(A) او      ran f  ويرمز لها بالرمز  

 ran f = Rf  =  f(A) = { b / b  B ,  a   A     ,  b = f(a) } 

 

   المدا مجموعة جزئية من مستقر الدالةf                                             أي  .B  n f ra   

 

  Graph of the functionبيان الدالة: 
 رتبيةلما الأزواجهيو مجموعية  f. فان بيان الدالية  f: A  Bأي   Bالى  Aدالة من  fلتكن                  

 )a , f(a)(  لكلA a   أي ان بيان الدالة ،f            هو} f(a) A   ,  a  a  f = { (a , f(a)) /         

 
 : كيالاتي Yاليى  Xعلاقية مين  fوكاني     ,ill}JX = {1, 5, p, jack}  ,  Y = {2, 5, 7, q ليتكن   م يال:

 f = {(1,2) , (5,7) , (p,q) , (Jack,q)}اذا كان .  f  ميع تم ل دالة، جيد المنطليق والمسيتقر والميدا
 التوضيح من خلال الرسم.

f      1تم ل دالة لان)   a  X  ,   b  Y  , (a , b)  f 
  2)  if (a , b1)  f   ,  (a , b2)  f    then    b1 = b2 

  
    Df  = dom f  = X 

             Cod f  = Y 

    Rf  = ran f   = {2 , 7 , q} 

 حيث:    
   f(1) = 2   ,   f(5) = 7   ,   f(p) = q   ,   f(Jack) = q 

  

 

      X              f              Y                        

1 . 

5 . 

P . 

Jack . 

 

. 2 

. 5 

. 7 

. q 

. Jill  
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يكيون  او تعبير  ياضي. في هذه الحاليةملاحظة: في ك ير من الاحيان يعبر عن الدالة من خلال صيغة  ياضية 

 2R, f(x) = x x   1 +     حيث   : R R fمنطلق الدالة مجموعة الاعداد الحقيقية. فم لا   

هيي  yلقييل ان     y = f(x)( للدالية وليو فرضينا  Independent variableبيالمتغير المسيتقل ) xفيسيمى 
 .fدالة ( للDependent variableالمتغير المتعمد )

 
  Bالى  Aعلاقة من   f 3, f 2, f 1f ,4  ولتكن كل من  A = {1, 2, 3, 4, 5}   ,   B = {a, b, c}لتكن  م ال:
 مم لة بالمخططات السهمية. بين أي من هذه العلاقات تم ل دالة وايها لا ولماذا؟       

 
    A     f1     B                A     f2     B                   A     f3     B                  A     f4     B 

       
 
 
 
 
 
 

 .2x  – 2f(x) = x– 3 حيث    : R R f ا سم الدالة  م ال:
لية الداهي مجموعة غير منتهية لذا فأني  مين المسيتحيل  سيم جمييع نقاطهيا، يمكين  سيم هيذه  Rبما ان        

 ا يلي:وذلك باختيا  بعض النقاط ووصلها بخط وكم
 

 المتغير المعتمد المتغير المستقل
x y = f(x) = x2 – 2x – 3   

-2 = 4 + 4 – 3 = 5 

-1 = 1 + 2 – 3 = 0 

0 = 0 + 0 – 3 = - 3 

1 = 1 – 2 – 3 = - 4 

2 = 4  - 4 – 3  =  -3 

3 = 9 – 6 – 3 = 0  

 

 

 

 

 

1 . 

2 . 

3 . 

4 . 

5.  

 

.a 

 

.b 

 

.c 

 

1 . 

2 . 

3 . 

4 . 

5.  

 

.a 

 

.b 

 

.c 

 

1 . 

2 . 

3 . 

4 . 

5.  

 

.a 

 

.b 

 

.c 

 

1 . 

2 . 

3 . 

4 . 

5.  

 

.a 

 

.b 

 

.c 
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 : نماذج من الدوال
 : Constant Functionالدالة ال ابتة  -1

يم يل صيو ة لكيل عنصير  Bدالة ثابتة اذا وجد عنصر واحد فيي  fأن دالة يقال  f : A  Bاذا كان   
 c) = A ,  f(x x  .  بالرموز:                                                    Aموجود في 

 c{  = ran f = f(A) {  او الدالة تكون ثابتة اذا كان مداها مجموعة احادية                        

 .Bعنصر معين في  cحيث  
 ……يعطى م ال 

 :Identity Functionالدالة الذاتية  -2
 x(x) = A ,  f x              كان         اذا ذاتية دالة  fن دالة  يقال أ : B A  fاذا كان   
 xAA ,  I x   = (x)فأن      A A  : AIأي  : A A  fان  كاذا   AIويرمز لها بالرمز  -         

 ……يعطى م ال 
 :Inverse Functionالدالة العكسية  -3

 هيي دالية   f-1فيأن  تحقيق ريروط الدالية   A B  : 1-fدالية  فياذا كاني    : B A  fاذا كاني    

 .وبالعكس. ) أي لا يوجد لكل دالة  دالة عكسية  الا اذا حقق  رروط الدالة ( fعكسية للدالة  
 ……طى م اليع 

 :Injection Functionالدالة المتباينة  -4
دالية متباينية اذا كيان لكيل عنصير مين مسيتقرها هيو صيو ة  fدالية. يقيال بيأن  f : A  Bاذا كاني    

احد و لعنصر واحد على الاك ر من منطلقها. )أي لا يوجد عنصران مختلفان في المنطلق يرتبطان بعنصر 
 في المستقر(.

 (  a1 , a2  A ) ,  f(a1) = f(a2)     a1 = a2  

 

 (  a1 , a2  A ) ,    a1    a2       f(a1)  f(a2)   

 .One to one functionوتسمى بدالة 
 
 :Surjection Function الدالة الشاملة -5

دالة راملة اذا كان كل عنصر من مستقرها هيو صيو ة لعنصير  fدالة. يقال بأن  f : A  Bاذا كان    
 .On_to functionحد على الاقل من منطلقها، وتسمى بدالة وا

   b  B  ,  a  A   ,  b = f(a)  

 أي
 ran f = f(A) = B   
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 :تقابلةالدالة الم -6

 .دالة متباينة وراملة في آن واحد  اذا كانقابلة دالة مت fدالة. يقال بأن  f : A  Bاذا كان    
 

 ينة، راملة، تقابل.أي من الدوال الاتية متبا م ال:
1)   f : N  N     ,    x  N   ,   f(x) = x2 

2)   g : |R  |R   ,    x  |R  ,   g(x) = x3 

3)   f : |R  |R   ,    x  |R  ,   f(x) = 5x - 6 

4)   Let A = {a, b, c, d}   ,   B = {1, 2, 3, 4, 5} 

      Let h1 = {(b,5) , (a,2) ,(c,4) , (d,3)}   ,   h2 = {(a,2) , (b,1) , (c,2) , (d,3)} 

5)   Let A = {1, 3, 5, 7, ……}   ,   B = {2, 4, 6, 8, ……} 

      Let f1 = { (a,b)/ (a,b)  AB  ,  b = 2a }   ,   f2 = {(a,b)/ (a,b)  AB  ,  b = a + 1 } 

 
 

 :Composition Functionالدالة المركبة 
( تكيون دالية مين المجموعية gتركيي   f)تقيرأ    gofدالية. فيأن  g : B  Cدالة و  f : A  B لتكن 

A  الى المجموعةC .  أي     C of :  A g  

 
 

  

  
 
 

 
 
 

    x  A  ,  ( gof )( x ) = g( f( x ) )    أي 
 
  يمكن تعميم ذلك لاك ر من دالتين فم لا  لدينا الدوالf, g, h   بية ال المركفأن  يمكن الحصيول اليدوho(gof) 

 وهما متساويتان. of(hog)و 

 دالة. :x(g ,N   x  ,N  N  g = (4x + 3دالة و   :N   x  ,N  N  f, )26x) = xfم ال: لتكن 
 . fog , gofجد       

 

 

x 

 

 

y 

 

 

 

z 

A f g C B 

  

gof 

 = f(x)  = g(y) 
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 معرف بالشكل الاتي: f, g, hالدوال كل من م ال: ليكن لدينا 
f:  N  N  ,  x  N , f(x) = 3x 

g: N  N  ,  x  N , g(x) = 2x2 

h: N  N  ,  x  N , h(x) = 5x 

 ……جد 
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 :Graphsالمخططات 
 مأنننل معموعنننة ل نننا  ا        Vحينننن ام  G = (V,E)يمكنننن ام لمأنننل ط  موجنننت  ننن    مر ننن   
)حافنات،،  ام  (Edges)فتمأل معموعنة الوجنو  الواصنلة  نين      الموجنت  E، اما (Vertices) الموجت

 كل حافة  ربت  ين ل جتين ا   طسين من      الموجت.
 

 مثال:
  

 
 
 
 
 
 
 
 

 G2)متعدد، : مضاعف موجت
 

V  = {A, B, C, D} 

E  = {e1, e2, e3, e4, e5, e6} 

e1 = {A, D} 

e2 = {A, C} 

e3 = {B, D} 

e4 = {B, C} 

e5 = {B, C} 

e6 = {D, D} 

 

 G1موجت :
 

V  = {A, B, C, D} 

E  = {e1, e2, e3, e4, e5} 

e1 = {A, B} 

e2 = {B, D} 

e3 = {A, C} 

e4 = {A, D} 

e5 = {C, B} 

 

 
  في الموجتG2  دعى الحافة e4, e5 .حافة مضاعفة 

  الدائرةLoop:  .هي حافة في الموجت  ربت ط   ط  مع لفسه 

 .G2في الوجت  e6مأل الحافة 

  يام ا  موجت بأله منته اذا احتوى على عدد منته من الر     الحافات. لأ ي ال  

 ة يسننمى بننالموجت البسننيت ا  التافننه ام الموجننت الننح  يحننو  علننى  ط   حينند  ى يحتننو  علننى ا  حافنن
(Trivial graph). 

 :هي الن ا  التي ى  ر بت بأ  ل جة من ل ا  الموجت المعجى. النقاط المعزولة 

A B 

D C 

e3 

e1 

e2 

e5 

e4 

 
A 

B 

D 

C 

e3 

e1 

e2 

e5 

e4 

e6 
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  حافة  ربت  ينهما.لأ  ل جتين في موجت بألهما متعا   ام اذا كالت هناك ي ال 

 :درجة اي رأس )اي نقطة( في اي مخطط 

 .degالرط  لفسه  يرم  لها بالرم  )الرط ،هي عدد الحافات الواقعة على 
 .ام معموع د جات      ط  موجت يسا   ضعف عدد حافات ذلك الموجت 

 المعجى في المأال السا ق فأم: G1في الموجت  مثال:

deg(A) = 3 

deg(B) = 3 

deg(C) = 2 

deg(D) = 2 

Total degree  = 10       معموع الد جات 
 .( 5 )دة في الموجت هي  ينما عدد الحافات الموجو 

 ط  ام معموع د جات ط  موجت هي ضعف عدد حافا ه  هو عدد ز جي دائما.   لماذا؟؟؟؟
 
  يجلق على ا   ط  من      الموجت  سمية فرد  ا  ز جي  ف اً لد جة ذلك الرط ، حيننA : (odd)  

 ,    C: (even) 

  اذا احتوى الموجت علىLoop د جات ذلك الرط  فيتم حساب الدائرة مر ين. فعند  حديد ا  حساب معموع 

 :Walkالممر 

  )n, Vne, …, 2, V2, e1V,1, eoV (      هو سلسلة متتابعة من الر     الحافات في موجت ما: 

 حين:
 oV  ط  البداية  :Initial vertex    ،1V  ط  النهاية  : Terminal vertex 
          ie 1رطسين هي الحافة التي  ربت  ين ال-i, V iV           .) iV1 -i= V ie(  

 
 …وهناك عدة انواع من الممرات

  الخطTrail  و الممر الح   كوم جميع حافا ه موتلفة.: ه 

  المسااار اليساايطSimple Path ينندعى ايضنناً بالمسننا   : هننو الممننر الننح   كننوم جميننع    سننه موتلفننة 
 . لياى

 :من المساراتنوعان عليه كل مسا  بسيت هو خت.  هناك 
 هو الوت المباشر الواصل  ين ل جتين متعا   ين في موجت معين. المسار المياشر : 
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 3 مأننل :  هننو  تننابع مننن المسننا ات المباشننرة،المسااار رياار مياشاار, V2, V1V 1  حينننV   سننمى ل جننة 
 مست ر المسا  غير مباشر. 3Vىلجلاق   ا

 
  المسار المركبCompound pathوجد فيه  كرا  لبعض المست يمات المكولة له.: هو المسا  الح  ي 
  1  : هو الح   كوم جميع    سه موتلفة ما عدا المسار الدائري=  V  oV   ية ل جة البدا، ط   تجا ق فيه

  النهاية.

 
 : Length Pathطول المسار 

 .هو معموع عدد الحافات المتتابعة في المسا  ) ط  عدد المسا ات المباشرة المكولة له ، 
 
 .،المسا  الدائر  يع  ام يكوم بجول اكبر ا  يسا   ثلاثة مسا ات مباشرة مكولة له )ا  ثلاثة حافات 
 

 من الموجت المعجى في الشكل هل التتابعات التالية  مأل ممر، خت، مسا .  مثال:
 

  مأل ل جة اىلجلاق 4Pحين 
     6P مأل ل جة النهاية  

 
 
 
 

  )P 3, P 2, P 1, P 5, P 2, P 1, P 4P ,6 (التتابع  ،1
  )P 2, P 5, P 1, P 4P ,3                    (التتابع  ،2
  )P 5, P 3, P 2, P 5, P 1, P 4P ,6 (التتابع       ،3
  )P 3, P 5, P 1, P 4P ,6 (التتابع                  ،4

 
 .V الى   Uاذا وفقط اذا كان هناك مساراً من   Vالى الرأس  Uممر من الرأس  يوجد  ميرهنة

 
  المخطط المرتيطConnected Graph:  هو الموجت الح  يوجد فيه مسا  )مباشر ا  غينر مباشنر،  نين

 كل ل جتين من ل اطه.

 مثال:

5P 6P 4P 

3P 2P 1P  
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  المسافةDistance:   المسافة  ين الرطسينU   V  في الموجت المر بتG  يرم  لها بالرم ،d(u, v)  

 .U   Vطول اقصر مسا   ين الن جتين هي                             

  قطر المخطط المرتيطDiameter : هو اطول مسافة  ين ط   طسين من    سه. فمألًا الرطسينU   V  

 diam(u, v)فام قجر الموجت  ينهما يرم  له بالرم                                           

 مثال:

d(A , F)  =  2 

 AD , DFالمسا  هو 

daim(A , F) = 5 

  AB , BD , DE , EH , HFالمسا  هو 
   AC , CD , DE , EH , HFا  المسا  

 

 

 

  

 
  المخطط التامComplete Graph .هو الموجت الح  ير بت كل  ط  فيه مع جميع الر    اىخرى : 

  المخطط المنتظمRegular Graph.هو الموجت الح   كوم د جات    سه متسا ية : 

 مثال: 
 
  

 

 
 

 

 المخططات والمصفوفات:
 ام الموججات يمكن ام ُ مأل بأستودام المصفوفات  التي هي على ثلاثة الواع: 

 

 

A 

F 

E B 

C 

D 
H 
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 :Adjacency Matrixمصفوفة المتجاورات  -1
 مأل عدد      الموجت،  يمكن ام لحس  قيمنة العنصنر  nحين ام  n هي مصفوفة مربعة د جتها  

ija   الموجود في الصفi    العمود j   :كما يلي 
  1     ; if (Vi , Vj)  اذا  جد خت مباشر  ين 
aij = 

  0     ; otherwise 

 
 :Incidence Matrixمصفوفة الوقوع  -2

منن اىعمندة التني   mمنن الصنفوا التني  مأنل      الموجنت     nالتني  تكنوم منن  هني المصنفوفة  
 كما يلي:   ijm مأل حواا الموجت   حس  قيمة كل عنصر  

  1     ;  ej  اقعاً على الحافة    Vi   اذا كام الرط  
mij =  

  0     ; otherwise 

 
 :Edges Matrixمصفوفة الحافات  -3

  هي مصفوفة  تكوم من عمودين اى ل يمأل  ط  البداية للحافة  الأالي يمأل  ط  النهاية للحافة ذا ها. 
 مثال:
تعننا  ات مننن الموجننت المعننا  ، جنند مصننفوفة الم      

  الوقوع  الحافات.
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  

  

فوفة المتعا  ات                                         مص
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                              مصفوفة الوقوع
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 Directed Graph (digraph)المخطط الموجه 

 directed)هننو الموجننت الننح   كننوم جميننع الوجننو  الواصننلة  ننين ل اطننه )   سننه، خجوطنناً متعهننة  

lines) 
 
 

 Labeled Graphالمخطط المعنون 
  حافنة منن حافا نه   كنوم هو الموجت الح   وجد مسميات ا  عنا ين ا  قيم عددينة علنى كنل مسنت يم ا 

 دائماً هحه الموججات متعهة.
 
  درجة الرأس الداخلin degree :   هي عدد الحافنات التني يكنوم فيهنا النرطV هنو ل جنة لهاينة  يرمن  لهنا 

V(d(بالرم  
  ط  الها عدد المست يمات الداخلة للرط .V. 

   درجة الارأس الخاارout degree : التني يكنوم فيهنا النرط  حافنات  هني عندد الV   هنو ل جنة  داينة  يرمن
V(d(لها بالرم  

  ط  هي عدد المست يمات المتعهة الوا جة من الرط .V. 

  درجاة الارأس اليةياةTotal degree:   هني معمنوع الحافنات الداخلنة  الوا جنة للنرطV   يرمن  لهنا بنالرم 
d(V)                      ط  ام             )V(d    )V(d   )V(d

-  
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  ام الرط  الح   كوم فيه( in degree   =  0 )  يجلق عليه مصد  ا  منبعSource .،مدخل الموجت( 

  ام الرط  الح  يكوم فيه( out degree  = 0 )  يجلق عليه المُصراSink .،مور  الموجت( 

   ام الممنرات بألواعهناCyclic , Path , Trial   منع مراعناة  لفسنها المعرفنة فني الموجنت غينر موجنههني
 .اى عاهات

 

 :هو الموجت الح  ى يوجد  ين كل ز   من ل اطه اكأر من مست يم  احد. المخطط اليسيط 

 :هو الموجت الح   كوم جميع ل اطه مع  لة. المخطط الفارغ 

 :ه خجوطنناً متعهننة  ينمننا هننو الموجننت الننح  يكننوم قسننماً مننن الوجننو  الواصننلة  ننين ل اطنن المخطااط المخااتةط
 يكوم ال سم اىخر من الوجو  غير متعهة.

 

 

              U , Wخوارزمية ايجاد اقصر مسار بين نقطتين 
Pruning Algorithm for Minimal Path 

فني الموجنت، فنأذا  جند مسنا ام  Wالنى الن جنة  Uينتم فني هنحه الجري نة ايعناد اقصنر مسنا  منن الن جنة  
ل جة  سجية فألنا لوتا  المسا  اىقصر  لهمل المسا  اىخر. حين في كل مرة يتم حساب  ج ئيام ي ودام الى

 ما يلي:
L(U)             V الى    U  طول المسا  من  

P(V)          V الى    U  يتم ذكر المسا  من  
L(V-)           V الى    U  هو مسا  ثالي المسا  من  

 L(V-(  ن     L(V)بديل   فيتم   V)L(V)-L < (فأذا كالت 
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 مثال:
  U , Wجد اقصر مسا   ين الن جتين 

 
 
 
 
 
 

  

 الحل: 
1- From  U 

 P(X) = UX  , L(X) = 4 

 P(Y) = UY  , L(Y) = 6 

 P(Z) = UZ  , L(Z) = 2 

 

2- From X 

 P(R) =  UXR , L(R) = 4 + 4 = 8  

 P(Y) =  UXY , L(Y) = 4 + 3 = 7    > 6 همل  
 

3- From Z 

 P(Y) = UZY  , L(Y) = 2 + 3 = 5    < 6 بدل مع ال يمة اىخيرة ىلها اقل منها  
 P(T) = UZT  , L(T) = 2 + 5 = 7 

 

4- From Y 

 P(S) = UZYS , L(S) = 5 + 2 = 7 
 P(T) = UZYT , L(T) = 5 + 1 = 6    < 7 بدل مع ال يمة اىخيرة ىلها اقل منها  
 

5- From R 

 P(W) = UXRW , L(W) = 8 + 3 = 11  

 P(S)  = UXRS , L(S)  = 8 + 2 = 10  > 7 همل  
 

6- From S 

 P(W) = UZYSW , L(W) = 7 + 3 = 10          <11 بدل مع اخر قيمة  
 

7- From T 

 P(W) = UZYTW , L(W) = 6 +3 = 9             <10  بدل مع اخر قيمة  
 

 UZYTW النا عة من المسا   9هي  Wالى  U اذم اقصر مسا  ) مسافة ، من

U 

X 

Y 

T Z 

S 

R 

W 

2 

3 

4 

5 

6 2 

4 

3 

3 

3 

3 2 

1 
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 Machines   الآلآت
يمكن اعتبار الحاسب الرقمي آلة في حالة داخلية معينةة فةي  ل لح ةة معينةةل فالحاسةب يمةر  رمةناً معينةاً  
 يطبع رمناً خارجاًل ويغير حالته.داخلًا ثم 
ا فمةة  يعتمةةا الرمةةن ال ةةارا علةةا الرمةةن الةةااخل والحالةةة الااخليةةة لالةةةل امةةا الحالةةة الااخليةةة لالةةة فتعتمةةو 

 .ا الحالة السابمة لالة والرمن الااخل السابقعل
 ويفترض ان يكون عاد الحالات والرموز الااخلة والرموز ال ارجة محاوداً.

 ويمكن تعريف الآلة رياضياً كما يلي:
 

 Finite States Machine  الآلة ذات الحالات المحددة
 وهي تتألف من خمسة اشياء متماينة: 

 .(Input Symbols)      الرموز الااخلة ت ص ( A ) مجموعة منتهية  -1
 .(Internal States)      ت ص الحالات الااخلة ( S ) مجموعة منتهية  -2

 .(Output Symbols)  ت ص الرموز ال ارجة  ( Z )مجموعة منتهية  -3

  F : S  A    Sحيث       ( F )دالة الحالة    مثل   -4

  G : S  A    Zحيث        ( G )دالة الاخراا  مثل  -5

 
 تتكون من ال ماسي المرتب التالي: ( M )فأن  ( M )ذا رمننا لالة بالرمن فأ

M = ( A , S , Z , f , g ) 

معرفةةة  Mوبةةكلت تحةةبل الآلةةة   Sمةةن المجموعةةة   )oq (حالةةة ابتااةيةةة لا ةةراض التنةةغيل مةةن واحيانةةاً تعطةةا 
 f , g,  oM = ( A , S , Z , q (                                                         بالسااسي المرتب:

 
  مثال:
  ,f, g) 2qM = (A, S, Z ,نفرض ان لاينا الآلة       

 ل جا:معرفة حسب الجاول المجاور
 ارسم م ط  الآلة. -1
جا سلسلة الاخراا وسلسلة الحالة لسلسةة الادخةال  -2

abcaabccbba. 

 

A 

S 

a b c 

f g f g f g 

qo q1 x q3 z q2 X 

q1 q2 y qo w q3 y 

q2 q3 z q1 y q2 w 

q3 qo w q2 x q1 z 
 

تمثةل حةالات الادخةال  q 2, q 1, q oS = {q ,3{تمثةل رمةوز الادخةال والمجموعةة   A = {a , b , c}حيةث 
 لاخراا.تمثل دالة ا gتمثل دالة الحالة والاالة  fتمثل رموز الاخراا والاالة  Z = {x , y , z , w}والمجموعة 

  الحل:
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 Mحسب ما موجود في  2qحل المطلب الثاني وحسب سلسلة الادخالل حيث حالة الانطلاق تبا  من 
 
 
 

 

q2a  q3b  q2c  q2a  q3a  qob  q3c  q1c  q3b  q2b  q1a  q2 

 

  z x w z w z z y x y yاذن سلسلة الاخراج هي                       
 2q 1q 2q 3q 1q 3q oq 3q 2q 2q 3q 2qالحالة   هي        و   سلسلة 

 
 :Finite Automataالآلآت المحددة 

 حيث:  f ) xM = ( A , S , T , q ,وتعرف هذه الآلة رياضياً بالخماسي    
 .(Input Symbols)ت ص الرموز الااخلة       ( A ) مجموعة منتهية  -1
 .(Internal States)ت الااخلة      ت ص الحالا ( S ) مجموعة منتهية  -2
 .(Accepting State)المبول  وتمثل حالات Sتمثل مجموعة جنةية من   ( T)مجموعة منتهية  -3
4- xq  تمثل الحالة الابتااةية منS  نمطة الانطلاق لالة(M.) 
 . F : S  A    Sحيث       ( F )دالة الحالة    مثل   -5

  مثال:
  ,f) 3q, TM = (A, S , المحادة  ينا الآلةنفرض ان لا      

 معرفة حسب الجاول المجاورل جا:
 ارسم م ط  الآلة. -3
 ممبولة ام لا. aabbababaabسلسة الادخال بين هل  -4

 

  A 

S 

a b 

f f 

qo q1 q3 

q1 q2 qo 

q2 q3 q1 

q3 qo q2 
 

oq 1q 

3q 2q 

z          x          w         z          w         z          z          y          x           y          y  
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 q1T = {q ,2{مثةل حةالات الةاخول و ت q} = q2, q1, qoS ,3{تمثل رمةوز الادخةال و  A = {a, b}علماً ان 
 دالة الحالة. fنمطة الانطلاق و 3qتمثل حالات المبول و 

 :الحل
 
 
 
 
 
 
 
 

 Mحسب ما موجود في  3qحل المطلب الثاني وحسب سلسلة الادخالل حيث حالة الانطلاق تبا  من 
 

q3a  qoa  q1b  qob  q3a  qob  q3a  qob  q3a  qoa  q1b  qo 

 
 . q 1T = {q ,2{هي ليست ضمن حالات المبول  oqبما ان الميمة الناتجة و 

 اذن سلسلة الادخال  ير ممبولة.
 

oq q1 q2 q3 
  


