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 انمصفىفاخ انفصم الاول:

 .اٌخٛاص اٌغجش٠خ ٌٍّظفٛفبد/ اٌّظفٛفبد ٚاٌؼ١ٍّبد ػٍٝ اٌّظفٛفبد

 .ِظفٛفبد خبطخ

 .ِؼىٛط اٌّظفٛفبد
 .اٌّزغبٔغخ ِٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ /اٌّؼبدلاد اٌخط١خ خِٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ/ ثؼغ اٌخٛاص ٌّٕظِٛ

 .اعزخذاَ ؽش٠مخ اٌؾزف وبٚط ٌؾً ِٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ

 .ٌؾً ِٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ عٛسدْ-اعزخذاَ ؽش٠مخ اٌؾزف وبٚط

 

 انمحذداخ انفصم انثاوٍ:
 .اٌّؾذداد/ ِمذِخ فٟ اٌّؾذداد

 .ثؼغ خٛاص اٌّؾذداد

 .اٌؼبًِ اٌّشافك

 .رطج١مبد اٌؼبًِ اٌّشافك

 .لبػذح وشاِش

 

 فضاء انمتجهاخ انثانث: انفصم
 .فؼبء اٌّزغٙبد/ ِمذِخ فٟ فؼبء اٌّزغٙبد، خٛاص اٌّزغٙبد، اٌؼشة اٌؼذدٞ، اٌّؼ١بس، اٌّغبفخ

 .اٌفؼبءاد اٌغضئ١خ /اٌؼشة الارغبٟ٘

 .الاعزملاي اٌخطٟ /الاسرجبؽ اٌخطٟ /اٌزشو١ت اٌخطٟ

 .اٌمبػذح ٚاٌجؼذ

 .فؼبء اٌغطٛس ٚالاػّذح

 

 انخطُحانتحىَلاخ  :راتغانفصم ان
 .اٌزؾ٠ٛلاد اٌخط١خ/ ِمذِخ فٟ اٌزؾ٠ٛلاد اٌخط١خ

 .إٌٛاح ٚاٌّذٜ ٌٍزؾ٠ٛلاد اٌخط١خ

 .ِظفٛفخ اٌزؾ٠ٛلاد اٌخط١خ

 

 انمصادر:
 اٌغجش اٌخطٟ، رب١ٌف: ٠ؾ١ٝ ػجذ عؼ١ذ، د. ٔضاس ؽّذْٚ شىش. .1

2. Linear algebra, by K Hoffman and R Kunze, 2
nd

 Ed. Prentice Hall, INC. 

3. Introduction to linear algebra with applications, by Kolman. 

4. Linear algebra, by Serge Lange. 

 

 

 

 

 



 (Matrices and Matrices Operations) انفصم الاول: انمصفىفاخ وانؼمهُاخ ػهً انمصفىفاخ

 الاػذاد فٟ ٘زا اٌزشر١ت ػٕبطشاٌّظفٛفخ رشر١ت ِغزط١ٍٟ اٌشىً ِٓ اػذاد ؽم١م١خ اٚ ِؼمذح. ٠طٍك ػٍٝ ٘زٖ  تؼرَف:

 ٚلذ رىْٛ ػٕبطش اٌّظفٛفخ ِمبد٠ش غ١ش ػذد٠خ ) ِزغ١شاد ، دٚاي(.( Entriesاٌّظفٛفخ )           

 ِٓ الاػّذح رىْٛ ثبٌشىً الارٟ: 𝑛ِٓ اٌغطٛس ٚ  𝑚اٌزٟ ٌٙب  𝐴اْ اٌّظفٛفخ 

 

 𝐴  [
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𝐴ثؼذح اشىبي ِٕٙب  ٠ٚ𝐴ّىٓ وزبثخ اٌّظفٛفخ   [   ]  ٚ𝐴 𝑚. ٠ٚمبي اْ اٌّظفٛفخ راد عؼخ (   )   𝑛  ٟٕؽ١ش ٠ؼ

 سلُ اٌؼّٛد اٌزٞ ٠مغ ف١ّٙب رٌه اٌؼٕظش. 𝑗سلُ اٌغطش اٚ اٌظف ٚاٌذ١ًٌ اٌضبٟٔ     فٟ اٌؼٕظش  𝑖اٌذ١ًٌ اٌغفٍٟ الاٚي 

 :امثهح متىىػح ػه انمصفىفاخ
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 ١ٌظ ٌٍّظفٛفخ ل١ّخ ػذد٠خ. ملاحظح:

 

 :انؼمهُاخ ػهً انمصفىفاخ

𝐴  [   ]  رىْٛ اٌّظفٛفزبْ انتضاوٌ:  .1         ِزغب٠ٚزبْ ارا وبٔذ عؼزبّ٘ب ِزغب٠ٚز١ٓ ٚاْ  [   ] 

 اٞ أّٙب راد ٔفظ اٌغؼخ ٚاْ ػٕبطشّ٘ب فٟ ع١ّغ اٌّٛالغ اٌّزٕبظشح ِزغب٠ٚخ. .𝑖 𝑗ٌىً 
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𝐴  [   ]  رّزضً اٞ ِظفٛفز١ٓ جمغ مصفىفتُه:  .2 ٌؼ١ٍّخ اٌغّغ ارا وبٔذ عؼزبّ٘ب ِزغب٠ٚز١ٓ ٚرزُ  [   ] 

 ػ١ٍّخ اٌغّغ وبلارٟ:

𝐴    [   ]  [   ]  ,       -    
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𝐴ٚوبٔذ  اػذد 𝑘ارا وبْ  ضرب مصفىفح تؼذد: .3 𝑚ِظفٛفخ عؼخ  [   ]   𝑛 فبْ اٌؼشة ثبٌؼذد 𝑘  

         𝑘𝐴  [𝑘   ]  ِظفٛفخ عؼخ ٛ٘𝑚  𝑛  ا٠ؼب. اٞ ٔؼشة اٌؼذد𝑘  ثىً ػٕظش ِٓ ػٕبطش اٌّظفٛفخ𝐴. 

 𝐴    𝐴    [
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 .ؽش٠مخ ػ١ٍّخ عّغ ِظفٛفز١ٓ رزُ ػ١ٍّخ ؽشػ اٞ ِظفٛفز١ٓ ثٕفظ ملاحظح:

 

𝐴رّزضً اٌّظفٛفزبْ  ضرب مصفىفتُه: .4 𝑚عؼخ  [   ]   𝑛  ٚ  [   ]  عؼخ𝑝  𝑞   ٌؼ١ٍّخ اٌؼشة𝐴  

𝑛.. اٞ اْ ِغب٠ٚب ٌؼذد اعطش 𝐴ارا وبْ ػذد اػّذح   𝑝   اٌغؼخ   ٠ٚىْٛ ٔبرظ اٌؼشة ٘ٛ اٌّظفٛفخ ِٓ

𝑚  𝑞 :ٟوبلار 

  [   ]  [∑        

 

   

]  𝑖      𝑚         𝑗      𝑞 

 

 𝐴ِٓ اٌّظفٛفخ  𝑖اٌغطش فٟ اٌّٛلغ  ػٕبطش ِٓ ػٕبطش ِظفٛفخ اٌؼشة، ٔؼشة    ٚاػؼ أٗ لا٠غبد اٞ ػٕظش 

 صُ ٔغّغ اٌّؼشٚثبد.  ِٓ اٌّظفٛفخ  𝑗ثؼٕبطش اٌؼّٛد فٟ اٌّٛلغ 
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 . ارْ = ػذد اعطش  𝐴ثّب اْ ػذد اػّذح 
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 Check ؟ ٌّبرا؟𝐴 ً٘ ٠ّىٓ ا٠غبد 

 

 تؼض انخىاص انجثرَح نهمصفىفاخ:

 رلائُ اٌؼ١ٍّبد اصاء٘ب فبْ اٌخٛاص الار١خ ػٍٝ اٌّظفٛفبد طؾ١ؾخ. 𝐴      ارا وبٔذ عؼبد اٌّظفٛفبد  مثرهىح:

𝐴لبْٔٛ اٌزغ١ّغ اٌغّؼٟ     .أ   (   )  (𝐴   )    

𝐴لبْٔٛ الاثذاي اٌغّؼٟ     .ة       𝐴 

𝑘(𝐴لبْٔٛ اٌزٛص٠غ اٌؼذدٞ     .ط    )  𝑘𝐴  𝑘    ؽ١ش𝑘 أٞ ػذد 

(  )𝐴لبْٔٛ اٌزغ١ّغ اٌؼشثٟ     .د   (𝐴 )  

(   )𝐴لبْٔٛ اٌزٛص٠غ     .ٖ   𝐴  𝐴  

 لاصجبد اٞ خبط١خ ِٓ ٘زٖ اٌخٛاص ٠غت اْ ٔضجذ:

 عؼخ ِظفٛفخ اٌطشف الا٠ّٓ رغبٚٞ عؼخ ِظفٛفخ اٌطشف الا٠غش. .1

 ظشح ِٓ ِظفٛفزٟ اٌطشف١ٓ رىْٛ ِزغب٠ٚخ.اْ اٌؼٕبطش فٟ اٌّٛالغ اٌّزٕب .2

 

𝐴ارا ػٍّذ اْ  مثال:  [
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 ؽمك طؾخ لبْٔٛ اٌزغ١ّغ اٌؼشثٟ ٚلبْٔٛ اٌزٛص٠غ.

 

(  )𝐴لبْٔٛ اٌزغ١ّغ اٌؼشثٟ:   (𝐴 )  
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(  )𝐴اػلاٖ رؾمك لبْٔٛ اٌزغ١ّغ اٌؼشثٟ. اٞ اْ  𝐴     ارْ اٌّظفٛفبد  (𝐴 ) . 

 Checkرؾم١ك لبْٔٛ اٌزٛص٠غ؟ 

 

 Special Matricesمصفىفاخ خاصح 

ٟ٘ اٌّظفٛفخ اٌزٟ ٠ىْٛ ع١ّغ ػٕبطش٘ب اطفبس، ٚوزٌه رغّٝ ِظفٛفخ  : Zero\Null matrix . انمصفىفح انصفرَح1

 . عؼزٙب رإخز ؽغت ع١بق اٌؼ١ٍّبد.0اٌّؾب٠ذ اٌغّؼٟ. ٠ٚشِض ٌٗ ثبٌشِض 
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ٟ٘ اٌّظفٛفخ اٌزٟ ٠ىْٛ ف١ٙب ػذد الاعطش ٠غبٚٞ ػذد الاػّذح. اٞ أٗ ٠مبي  : Square matrix . انمصفىفح انمرتؼح2

𝐴 ٌٍّظفٛفخ 𝑚عؼخ   (   )   𝑛  ثبٔٙب ِشثؼخ راد عؼخ𝑛  ْٛػٕذِب ٠ى𝑚  𝑛. 

𝐴  [
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𝑛عؼخ   𝐴ٌٍّظفٛفخ اٌّشثؼخ ملاحظح:  𝑛 ٖلطشاْ، اٌمطش اٌشئ١غٟ ٚاٌمطش اٌضبٔٛٞ. اٌمطش اٌشئ١غٟ رىْٛ ػٕبطش 

                      

 

𝑛 𝐴  .       ٟ٘ ِظفٛفخ راد عؼخ  : Row matrix. مصفىفح انضطر3  ,       -    

 

𝑛ٟ٘ ِظفٛفخ راد عؼخ :  Column matrix. مصفىفح انؼمىد4                       .𝐴  
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𝐴ٟ٘ ِظفٛفخ ِشثؼخ  : Upper triangular matrix. انمصفىفح انمثهثُح انؼهُا5 رغّٝ ِضٍض١خ ػ١ٍب  𝑛عؼخ  (   ) 

𝑖.ٌىً       ارا وبٔذ ع١ّغ ػٕبطش٘ب اٌٛالؼخ رؾذ اٌمطش اٌشئ١غٟ اطفبس. اٞ أٗ ارا وبْ  > 𝑗 

𝐴  [
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𝐴ٟ٘ ِظفٛفخ ِشثؼخ  : Lower triangular matrix. انمصفىفح انمثهثُح انضفه6ً رغّٝ ِضٍض١خ  𝑛عؼخ  (   ) 

𝑖.ٌىً       عفٍٝ ارا وبٔذ ع١ّغ ػٕبطش٘ب اٌٛالؼخ فٛق اٌمطش اٌشئ١غٟ اطفبس. اٞ أٗ ارا وبْ  < 𝑗 



𝐴  [
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𝐴ٟ٘ ِظفٛفخ ِشثؼخ  : Diagonal matrix. انمصفىفح انقطرَح7 ارا وبٔذ ػٕبطش٘ب غ١ش اٌظفش٠خ  𝑛عؼخ  (   ) 

𝑖ؽ١ش      ٟ٘ فمؾ           𝑛  ْػٕذِب       ٚثم١خ اٌؼٕبطش فٟ رٍه اٌّظفٛفخ اطفبس. اٞ ا 

 . 𝑖  𝑗 ًٚرىزت ثبٌشى.𝑑𝑖 𝑔(               ) 

𝐴  [
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4 4

           𝑜𝑟        𝐴  𝑑𝑖 𝑔(            ) 

 

 راد اٌؼٕبطش اٌّزغب٠ٚخ. (               )𝑑𝑖 𝑔ٟ٘ ِظفٛفخ لطش٠خ Scalar matrix: . انمصفىفح انقُاصُح 8

𝐴  [
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 𝑑𝑖 𝑔(       ) 

 

راد اٌؼٕبطش  (         )𝑑𝑖 𝑔ٟ٘ ِظفٛفخ لطش٠خ ل١بع١خ Identity matrix: . مصفىفح انمحاَذ انضرتٍ 9
 اٌّشثؼخ. ِٓ خٛاطٙب ٠ش١ش اٌٝ عؼخ اٌّظفٛفخ 𝑛ؽ١ش اْ اٌذ١ًٌ   𝐼اٌّغب٠ٚخ ٌٛاؽذ ٠ٚشِض ٌٙب ثبٌشِض 

𝐼 
 

 𝐼  .  𝐼  .   .  𝐼  𝐼  

𝐼  [
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 𝑑𝑖 𝑔(       ) 
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      𝐴ارا وبٔذ  Commutative for multiplication:انمصفىفتان انمتثادنتان )قاتهتان نلاتذال انضرتٍ(  .10

ف١مبي أّٙب ِزجبدٌزبْ ػىغ١ب  𝐴    𝐴ف١مبي أّٙب ِزجبدٌزبْ. اِب ارا وبٔذ  𝐴   𝐴 ِظفٛفز١ٓ ِشثؼز١ٓ ثؾ١ش اْ 

(.(Skew-Commutative 
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 ِزجبدٌزبْ.     𝐴ٚػ١ٍٗ فبْ اٌّظفٛفزبْ  𝐴   𝐴ٚاػؼ اْ 



Bارا وبٔذ مثال:   0
  

   
1       𝐴  0

  
  

 Checkِزجبدٌزبْ؟ ٌّبرا؟      𝐴ً٘ اْ ااٌّظفٛفزبْ ،  1

 

 𝑘ؽ١ش اْ  𝐴    𝐴ثبٔٙب دٚس٠خ ارا ؽممذ اٌؼلالخ  ٠𝐴مبي ٌٍّظفٛفخ  : Periodic matrix. انمصفىفح انذورَح11

𝑘. ارا وبْ 𝐴  ٟ٘𝑘اطغش ػذد طؾ١ؼ ِٛعت. ٠ٚمبي ثبْ دٚسح اٌّظفٛفخ   ٠مبي ثبْ اٌّظفٛفخ  𝐴  𝐴أٞ اْ    

𝐴ِزغب٠ٚخ اٌمٜٛ اٚ ِزؾب٠ذح.(Idempotent matrix)  

 𝐴  0
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𝐴4  𝐴 𝐴  0
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1  𝐼  𝐴  𝐴4𝐴  𝐼𝐴  𝐴   

 .𝐴  ٟ٘4ِظفٛفخ دٚس٠خ ٚاْ دٚسح  𝐴ارْ 

 

]   ارا وبٔذ مثال:
     

    
     

 Check؟       ثؾ١ش اْ  𝑘عذ [

 

 ثبٔٙب ِؼذِٚخ اٌمٜٛ ارا ؽممذ اٌؼلالخ ٠𝐴مبي ٌٍّظفٛفخ  :Nilpotent matrix. انمصفىفح مؼذومح انقىي 12
𝐴     ْؽ١ش ا𝑝  ْاطغش ػذد طؾ١ؼ ِٛعت. ٠ٚمبي ثب𝐴  ِؼذِٚخ اٌمٜٛ ِٓ اٌذسعخ𝑝. 
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 .3ِظفٛفخ ِؼذِٚخ اٌمٜٛ ِٓ اٌذسعخ  𝐴ارْ 
 

 

 Elementary Matricesوانمصفىفاخ الاونُح  Special Matricesمصفىفاخ خاصح 

𝐴ٌزىٓ  : Transpose of a matrix. مىقىل مصفىفح21 𝑚ِظفٛفخ عؼخ  (   )   𝑛 ارا ٚػؼذ ، 
 طفٛف اٌّظفٛفخ ثشىً اػّذح ثبٌزشر١ت، اٞ اْ اٌغطش الاٚي اخز ِٛػغ اٌؼّٛد الاٚي ٚ٘ىزا فبْ اٌّظفٛفخ إٌبرغخ

𝑛ٚرىْٛ راد عؼخ  (   )  𝐴ِٓ ٘زٖ اٌؼ١ٍّبد رغّٝ ِٕمٛي اٌّظفٛفخ ٠ٚشِض ٌٙب ثبٌشِض   𝑚 اٞ اْ اٌؼٕظش .    

 . 𝐴فٟ     ٘ٛ اٌؼٕظش  𝐴فٟ 
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٠𝐴مبي ٌّظفٛفخ ِشثؼخ  : Symmetric matrix. انمصفىفح انمتىاظرج13  𝐴  𝐴     ثبٔٙب ِزٕبظشح ارا وبْ (   ) 

 .             اٞ اْ 𝐴   𝐴( ارا وبْ Skew-Symmetric. ٠ٚمبي ثبٔٙب ِزٕبظشح ػىغ١ب )       اٞ اْ 



𝐴  [
    
   

    
]

   

⇒  𝐴  [
    
   

    
]

   

 𝐴 

  0
   
  

1
   

⇒    0
  

   
1
   

  0
   
  

1
   

     

 فٟٙ ِزٕبظشح ػىغ١ب.  ِزٕبظشح، اِب اٌّظفٛفخ  𝐴ٚاػؼ اْ اٌّظفٛفخ 

 

٠𝐴مبي ٌّظفٛفخ ِشثؼخ  : Orthogonal matrixانمتؼامذج. انمصفىفح 14 ثبٔٙب ِزؼبِذح ارا رؾممذ اٌؼلالخ  (   ) 

𝐴𝐴  𝐴 𝐴  𝐼. 

𝐴  

[
 
 
 
   

√ 
⁄  

√ 
⁄

  
√ 

⁄   
√ 

⁄

    ]
 
 
 
 

   

⇒ 𝐴  

[
 
 
 
 

    
 

√ 
⁄  

√ 
⁄  

 
√ 

⁄   
√ 

⁄  
]
 
 
 
 

   

 

𝐴𝐴  

[
 
 
 
   

√ 
⁄  

√ 
⁄

  
√ 

⁄   
√ 

⁄

    ]
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 

    
 

√ 
⁄  

√ 
⁄  

 
√ 

⁄   
√ 

⁄  
]
 
 
 
 

 [
   
   
   

]  𝐼 

𝐴 𝐴  

[
 
 
 
 

    
 

√ 
⁄  

√ 
⁄  

 
√ 

⁄   
√ 

⁄  
]
 
 
 
 

  

[
 
 
 
   

√ 
⁄  

√ 
⁄

  
√ 

⁄   
√ 

⁄

    ]
 
 
 
 

 [
   
   
   

]  𝐼 

 مصفوفة متعامدة. 𝐴اذن 

 

𝑚ِظفٛفخ عؼخ  𝐴ٌزىٓ  مثرهىح:  𝑛  ٚ   ِظفٛفخ عؼخ𝑛  𝑝  ْفب(𝐴 )    𝐴 . 

𝐴  ٟ٘ 𝑚ٔفشع اْ عؼخ  انثرهان:  𝑛 ٚعؼخ   ٟ٘ .𝑛  𝑝 ارْ عؼخ𝐴   ٟ٘𝑛  𝑚  ٚعؼخ    ٟ٘.𝑝  𝑛  

𝐴   ٟ٘𝑝  ٚػ١ٍٗ فبْ عؼخ   𝑚. 

𝐴   ٟ٘𝑚ثّب اْ عؼخ   𝑝  ارْ عؼخ(𝐴 )   ٟ٘𝑝  𝑚. 

 ٌٚٙزا فبْ عؼخ اٌطشف١ٓ ِزغب٠ٚخ.

𝐴ٔفشع اْ   (   )        (   ) 

 (   )          (   )  𝐴ارْ 

(𝐴 )  ∑(      )
  

 

   

∑        

 

   

∑        

 

   

  𝐴  

 

 

 ِظفٛفبد راد عؼخ ِزغب٠ٚخ فبْ    𝐴ٌزىٓ  مثرهىح:

1. . (𝐴   )  𝐴     

2. . (𝐴 )  𝐴 

3. . (𝑘𝐴)  𝑘𝐴  

𝐴       ٟ٘ .𝑚. ٔفشع اْ عؼخ 1 انثرهان:  𝑛 ارْ عؼخ 𝐴        ٟ٘𝑛  𝑚  ٚعؼخ𝐴       ٟ٘𝑛  𝑚. 



𝐴ثّب اْ عؼخ      ٟ٘𝑚  𝑛  ارْ عؼخ(𝐴   )   ٟ٘𝑛  𝑚 ِٓزغب٠ٚخ.. ٌٚٙزا فبْ عؼخ اٌطشف١ 

𝐴ٔفشع اْ   . (   )       (   )  𝐴. ارْ(   )      (   ) 

(𝐴   )  (       )
  (       )  𝐴     

𝐴 ٟ٘ .𝑚 . ٔفشع اْ عؼخ 2  𝑛 ارْ عؼخ 𝐴  ٟ٘𝑛  𝑚 ٚعؼخ (𝐴 )   ٟ٘𝑚  𝑛 ٌٓٚٙزا فبْ عؼخ اٌطشف١ .

 ِزغب٠ٚخ.

(𝐴 )  ((   )
 )  (   ) 

 
 (   )  𝐴 

 .2, 1ثٕفظ ؽش٠مخ ثش٘بْ  .4

 

 انؼمهُاخ انضطرَح الاونُح ػهً مصفىفح:
 ػشة ػٕبطش اٞ عطش ثؼذد غ١ش طفشٞ. .1

 رجبدي ِٛػؼٟ اٞ عطش٠ٓ. .2

 اػبفخ ِؼشٚة اٞ عطش ثم١بعٟ )ثؼذد( اٌٝ عطش اخش. .3

 

ٟ٘ ِظفٛفخ ِشثؼخ عؼخ  ٠ّىٓ رى٠ٕٛٙب ِٓ اٌّظفٛفخ اٌّؾب٠ذح  ثٛاعطخ  :Elementary matrixانمصفىفح الاونُح 

 ػ١ٍّخ ٚاؽذح ِٓ اٌؼ١ٍّبد اٌغطش٠خ الا١ٌٚخ.

 

 اروش اٌؼ١ٍّخ اٌغطش٠خ الا١ٌٚخ اٌزٟ رُ اعشاء٘ب ػٍٝ اٌّظفٛفبد اٌّؾب٠ذح ٌزؾ٠ٍٛٙب اٌٝ ِظفٛفبد ا١ٌٚخ. مثال:

𝐸  0
  
   

→ 𝑅   )   ث   𝐼ػشة اٌغطش اٌضبٟٔ ٌٍّظفٛفخ  1 𝑅 ). 

𝐸  [

   
   

   
→ 𝑅  𝑅 ) ٚاػبفزٗ اٌٝ اٌغطش اٌضبٌش 2ث   𝐼ػشة اٌغطش الاٚي ٌٍّظفٛفخ  [ 𝑅 ). 

 𝐸  [

   
   
 
 

 
 

 
 

     

 
 
 
 

→ 𝐼4(𝑅 اعزجذاي اٌغطش اٌضبٟٔ ٚاٌشاثغ ِٓ اٌّظفٛفخ [ 𝑅4    𝑅4 → 𝑅 ). 

٠ىْٛ ربص١ش ٘زٖ اٌؼ١ٍّخ ِؼبدلا لاعشاء ػ١ٍّخ عطش٠خ ا١ٌٚخ  𝐸ِٓ ا١ٌغبس ثّظفٛفخ ا١ٌٚخ  𝐴ػٕذ ػشة ِظفٛفخ  ملاحظح:

 .𝐴ػٍٝ 

 

𝐴 مثال:  [
    
    
   

     
  
 
 

] 𝐸  [
    
   
   

]            

→ 𝑅  𝑅  ٔبرغخ ِٓ 𝐸ٚاػؼ اْ اٌّظفٛفخ  𝑅   

𝐸𝐴  [
      
    
   

     
  
 
 

] 

→ 𝑅  𝑅  )ٔلاؽع أٗ ٌٛ اعش٠ٕب ٘زٖ اٌؼ١ٍّخ اٌغطش٠خ الا١ٌٚخ  𝑅 )  ػٍٝ اٌّظفٛفخ𝐴 ٌىبْ إٌبرظ ٔفظ ٔبرظ 

𝐸𝐴. 



. ػٕذئز رٛعذ ػ١ٍّخ 𝐸رٕزظ ِظفٛفخ ا١ٌٚخ  𝐼ػشفٕب أٗ ارا اعش٠ذ ػ١ٍّخ عطش٠خ ا١ٌٚخ ػٍٝ ِظفٛفخ ِؾب٠ذح  ملاحظح:

رغّٝ  𝐼اٌٝ  𝐸، ٘زٖ اٌؼ١ٍّبد اٌزٟ رشعغ  𝐼اٌّظفٛفخ اٌّؾب٠ذح  ٔفظ ٌىبْ إٌبرظ 𝐸عطش٠خ ا١ٌٚخ اخشٜ ٌٛ اعش٠ذ ػٍٝ 

 ػ١ٍّبد ػىغ١خ.

 

 Reduced row-Echelon form انضطرَح انمختزنح-انصُغح انمذرجح

ارا رؾممذ  Reduced row-Echelon formاٌغطش٠خ اٌّخزضٌخ -٠مبي ٌّظفٛفخ ثبٔٙب رؾمك اٌظ١غخ اٌّذسعخ تؼرَف:

 اٌششٚؽ الار١خ:

 (.1ػ١ٍٗ اٌذ١ًٌ  )٠طٍك 1ارا ٌُ رىٓ ع١ّغ ػٕبطش عطش اطفبسا فبْ اٚي ػٕظش غ١ش طفشٞ ٘ٛ  .1

 ارا ٚعذد عطٛس وً ػٕبطش٘ب اطفبس فبْ ٘زٖ اٌغطٛس وبفخ رمغ فٟ اٌغٙخ اٌغفٍٝ ِٓ اٌّظفٛفخ. .2

ٌٍغطش الاعفً ٠ىْٛ اثؼذ اٌٝ ا١ّ١ٌٓ  1فٟ اٞ عطش٠ٓ ِززب١١ٌٓ ١ٌغذ ع١ّغ ػٕبطش وً ِّٕٙب اطفبسا فبْ اٌذ١ًٌ   .3

 ٌٍغطش الاػٍٝ ِٕٗ. 1ِٓ اٌذ١ًٌ 

 ْٛ ػٕبطشٖ الاخشٜ اطفبسا.رى 1وً ػّٛد ٠ؾٛٞ اٌذ١ًٌ  .4

 .٠Row-Echelon formمبي ثبٔٙب رؾمك اٌظ١غخ اٌّذسعخ اٌغطش٠خ  3،2،1اٌّظفٛفخ اٌزٟ رؾمك اٌششٚؽ ملاحظح: 

 

 امثهح متىىػح:

[

   
   
 
 

 
 

 
 

    

 
 
 
 

]            [

   
   
 
 

 
 

 
 

]           [
   
   
   

    
  
   
  

 اٌغطش٠خ اٌّخزضٌخ-اٌظ١غخ اٌّذسعخ [

[
    
   
   

]           [
   
   
   

    
 

  
 

]            [
   
    
   

    
   
  
  

 اٌغطش٠خ-اٌظ١غخ اٌّذسعخ [

 
اطفبسا.  1اٌغطش٠خ اٌّخزضٌخ رىْٛ ع١ّغ اٌؼٕبطش اٌٛالؼخ فٛق ٚرؾذ وً د١ًٌ -فٟ اٌّظفٛفخ ثبٌظ١غخ اٌّذسعخ ملاحظح:

 اطفبسا. 1اٌغطش٠خ رىْٛ ع١ّغ اٌؼٕبطش اٌٛالؼخ رؾذ وً د١ًٌ -اِب فٟ اٌّظفٛفخ ثبٌظ١غخ اٌّذسعخ

 

خ ِٓ ػ١ٍّبد عطش٠خ ا١ٌٚخ ف١مبي أّٙب ارا اِىٓ اٌؾظٛي ػٍٝ اؽذٜ ِظفٛفز١ٓ ِٓ صب١ٔخ ثٛاعطخ عٍغٍخ ِٕز١ٙتؼرَف: 
 Row equivalent).ِزىبفئزبْ عطش٠ب )

 

 Inverse of a matrixمؼكىس انمصفىفح 

𝐴  𝐼ِظفٛفخ رؾمك اٌؼلالبد   ِظفٛفخ ِشثؼخ ٚوبٔذ  𝐴ارا وبٔذ  تؼرَف:   𝐴  ؽ١ش𝐼  ،اٌّظفٛفخ اٌّؾب٠ذح
( ٠ٚشِض Inverseِؼىٛط )  ( ٠ٚطٍك ػٍٝ اٌّظفٛفخ Invertibleثبٔٙب لبثٍخ ٌلأؼىبط ) 𝐴ػٕذئز ٠مبي ٌٍّظفٛفخ 

 .  𝐴ٌٍّؼىٛط ثبٌشِض 

 

 وً ِظفٛفخ ا١ٌٚخ رىْٛ لبثٍخ ٌلأؼىبط وّب اْ ٘زا اٌّؼىٛط ٘ٛ ِظفٛفخ ا١ٌٚخ. مثرهىح:

 ِظفٛفخ ا١ٌٚخ. 𝐸ٔفشع اْ  انثرهان:

 .𝐼ٔبرغخ ِٓ اعشاء ػ١ٍّخ عطش٠خ ا١ٌٚخ ٚاؽذح ػٍٝ اٌّظفٛفخ اٌّؾب٠ذح  𝐸ارْ 

 .𝐼اٌّظفٛفخ إٌبرغخ ِٓ ػىظ ٘زٖ اٌؼ١ٍّخ اٌغطش٠خ ػٍٝ   𝐸ٔفشع اْ 

 ثّب اْ ػىظ ػ١ٍّخ عطش٠خ ٠ض٠ً ِفؼٛي رٍه اٌؼ١ٍّخ اٌغطش٠خ.

𝐸 𝐸ارْ ٔؾظً ػٍٝ   𝐼     𝐸𝐸  𝐼 ْاٞ ا .𝐸 .لبثٍخ ٌلأؼىبط 



 .𝐸ٟ٘ ِؼىٛط   𝐸ٌٚٙزا فبْ اٌّظفٛفخ الا١ٌٚخ 

 

 طرَقح اَجاد مؼكىس انمصفىفح

 .𝐼ِظفٛفخ ِشثؼخ ِىبفئخ عطش٠ب ٌٍّظفٛفخ اٌّؾب٠ذح  𝐴ٌزىٓ 

 ثٛاعطخ عٍغٍخ ِٕز١ٙخ ِٓ ػ١ٍّبد عطش٠خ ا١ٌٚخ. 𝐼رإدٞ اٌٝ  𝐴فبْ 

 ِٓ ا١ٌغبس ثٛاعطخ ِظفٛفخ ا١ٌٚخ. 𝐴رٕزظ ِٓ ػ١ٍّخ ػشة  𝐴ثّب اْ وً ػ١ٍّخ عطش٠خ ا١ٌٚخ ػٍٝ 

𝐸  𝐸  𝐸  𝐴ثؾ١ش اْ   𝐸   𝐸      𝐸ارْ رٛعذ ِظفٛفبد ا١ٌٚخ   𝐼 ( ...............1) 

 ثّب اْ ٘زٖ اٌّظفٛفبد الا١ٌٚخ لبثٍخ ٌلأؼىبط ؽغت اٌّجشٕ٘خ اػلاٖ )اٌغبثمخ(.

 𝐸ث ( ِٓ ا١ٌغبس 1ارْ ثؼشة ؽشفٟ )
   𝐸 

     𝐸 
 ٔؾظً ػٍٝ   

𝐴  𝐸 
   𝐸 

     𝐸 
   𝐴  𝐸 

   𝐸 
     𝐸 

   𝐼  

 لبثٍخ ٌلأؼىبط. 𝐴ثذلاٌخ ؽبطً ػشة ِظفٛفبد ػىغ١خ ٌٚٙزا فبْ  𝐴ثٙزٖ اٌطش٠مخ اِىٓ اٌزؼج١ش ػٓ اٌّظفٛفخ 

  𝐸           𝐸      𝐸ِٓ ا١ٌغبس ثبٌّظفٛفبد الا١ٌٚخ  𝐼)اٌّؼىٛط( ثٛاعطخ ػشة    𝐴ٌزٌه ٠ّىٓ اٌؾظٛي ػٍٝ 

 .𝐴      ،𝐴   𝐸  𝐸  𝐸 𝐼اٌٝ  𝐼عٛف رؾٛي  𝐼اٌٝ  ١𝐴ش اْ ٘زٖ اٌّظفٛفبد الا١ٌٚخ اٌزٟ رؾٛي ؽ

صُ اعشاء ٘زٖ اٌؼ١ٍّبد  𝐼اٌٝ  𝐴لبثٍخ ٌلأؼىبط، ٠غت ا٠غبد ػ١ٍّبد عطش٠خ ا١ٌٚخ رؾٛي  𝐴ٚ٘ىزا لا٠غبد ِؼىٛط ِظفٛفخ 
 .  𝐴ٌٍؾظٛي ػٍٝ  𝐼ٔفغٙب ػٍٝ 

 

𝐼 مثال:  [
   
   
   

→ 𝑅  𝑅  ثبعشاء  [ 𝑅   ٍٝٔؾظً ػ𝐸  [
   
   

    
] 

→ 𝑅  𝑅 صُ ثبعشاء  𝑅   ٍٝػ𝐼  ٍٝٔؾظً ػ𝐸  [
   
   
   

] 

𝐸 𝐸ِٓ اٌٛاػؼ اْ   𝐼     𝐸𝐸  𝐼. 

 .𝐸ٟ٘ ِؼىٛط   𝐸اٞ اْ 

:𝐴,ثبٌشىً  𝐴ٚاٌّظفٛفخ 𝐼 ػٓ ؽش٠ك وزبثخ اٌّظفٛفخ اٌّؾب٠ذح  ٠𝐴ّىٓ ا٠غبد ِؼىٛط اٌّظفٛفخ  ملاحظح: 𝐼-  صُ اعشاء
:𝐼,عٍغٍخ ِٓ اٌؼ١ٍّبد اٌغطش٠خ الا١ٌٚخ اٌٝ اْ ٔؾظً ػٍٝ اٌشىً   .  𝐴  ػٕذئز ٠ىْٛ  - 

 غ١ش لبثٍخ ٌلأؼىبط. 𝐴ارا وبٔذ ع١ّغ ػٕبطش عطش فٟ ِظفٛفخ ا١ٌغبس اطفبسا فبْ اٌّظفٛفخ  ملاحظح:

 

𝐴. اْ اِىٓ 𝐴عذ ِؼىٛط اٌّظفٛفخ  مثال:  [
    
   
   

] 

,𝐴|𝐼- ⇒ [
    
   
   

|
   
   
   

]    𝑅  𝑅 → 𝑅  



[
    
   
   

|
   
   

    
]    𝑅  𝑅 → 𝑅      𝑅  𝑅 → 𝑅  

[
   
   
    

|
   
   

     
]      ⁄ 𝑅 → 𝑅  

[
   
   
   

|
   
   

  ⁄     ⁄
]    𝑅  𝑅 → 𝑅     𝑅  𝑅 → 𝑅  

[
   
   
   

|
  ⁄    ⁄

   ⁄    ⁄

  ⁄     ⁄
] ⇒ ,𝐼| - ⇒ 𝐴   [

  ⁄    ⁄

   ⁄    ⁄

  ⁄     ⁄
] 

 

𝐴. ان امكن 𝐴جد معكوس المصفوفة  مثال:  [

   

    

    

] 

,𝐴|𝐼- ⇒ [

   

    

    

|
   
   
   

]    𝑅 → 𝑅  

[

    
   

    
|
   
   
   

]    𝑅  𝑅 → 𝑅    𝑅  𝑅 → 𝑅  

[
    
    
   

|
   
    
   

]     𝑅 → 𝑅  

[
    
    
   

|
   

    
   

]    𝑅  𝑅 → 𝑅      𝑅  𝑅 → 𝑅  

[
   
    
   

|
    

    
    

]     ⁄ 𝑅 → 𝑅  

[
   
    
   

|
    

    
  ⁄    ⁄   ⁄

]    𝑅  𝑅 → 𝑅     𝑅  𝑅 → 𝑅  

[
   
   
   

|
  ⁄     ⁄    ⁄

   ⁄   ⁄   ⁄

  ⁄    ⁄   ⁄
] ⇒ ,𝐼| - ⇒ 𝐴   [

  ⁄     ⁄    ⁄

   ⁄   ⁄   ⁄

  ⁄    ⁄   ⁄
] 

 

 

 Solutions of systems of linear equations حهىل مىظىماخ انمؼادلاخ انخطُح

 ِٓ اٌّغب١ً٘ ؽ١ش ٠ّىٓ وزبثزٙب ثبٌشىً 𝑛اٌّؼبدلاد ٌٚٙب  𝑚رزىْٛ ِٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ ِٓ  تؼرَف:

   𝑥     𝑥       𝑥     
   𝑥     𝑥       𝑥     



                                                            
   𝑥     𝑥       𝑥     

 اٌؾذ اٌّطٍك ٌٍّؼبدلاد.   صٛاثذ ٚاْ     ؽ١ش اْ 

٘ٛ ؽً   𝑥  𝑠  𝑥  𝑠    𝑥  𝑠ؽلا ٌٍّٕظِٛخ اػلاٖ ارا وبٔذ   𝑠  𝑠    𝑠ٚرغّٝ ِغّٛػخ ِٓ الاػذاد 

 ٌىً ِؼبدٌخ ِٓ إٌّظِٛخ.

 ِضلا إٌّظِٛخ

 𝑥  𝑥   𝑥     

 𝑥  𝑥   𝑥     

 .٘زٖ اٌم١ُ رؾمك اٌّؼبدٌز١ٓلاْ       𝑥       𝑥       𝑥ٌٙب اٌؾً 

 .رؾمك اٌّؼبدٌخ اٌضب١ٔخ فمؾ١ٌغذ ؽلا ٌٍّٕظِٛخ لأٙب     𝑥       𝑥       𝑥ث١ّٕب 

 ١ٌغذ وً ِٕظِٛبد اٌّؼبدلاد اٌخط١خ ٌٙب ؽً. ِضلا إٌّظِٛخ

𝑥  𝑥    

 𝑥   𝑥     
 ١ٌظ ٌٙب ؽً لاْ اؽذاّ٘ب رٕبلغ الاخشٜ.

 

إٌّظِٛخ اٌخط١خ اٌزٟ ١ٌظ ٌٙب ؽً رغّٝ ِٕظِٛخ غ١ش ل٠ّٛخ. اِب ارا ٚعذ ٌٙب ؽً ٚاؽذ ػٍٝ الالً فزغّٝ ِٕظِٛخ  ملاحظح:
 ل٠ّٛخ. ِٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ رىْٛ ل٠ّٛخ )ٌٙب ؽً( ارا ٚفمؾ ارا وبٔذ ِظفٛفخ اٌّؼبِلاد لبثٍخ ٌلأؼىبط.

 ؽً ٚؽ١ذ اٚ ػذد غ١ش ِٕزٗ ِٓ اٌؾٍٛي اٚ لا٠ٛعذ ٌٙب اٞ ؽً. ثظٛسح ػبِخ ِٕظِٛبد اٌّؼبدلاد اٌخط١خ اِب اْ ٠ىْٛ ٌٙب

ارا وبٔذ اٌؾذٚد اٌخب١ٌخ ِٓ اٌّغب١ً٘ )اٌؾذٚد اٌّطٍمخ( ِٓ ِٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ ٟ٘ اطفبس فزغّٝ ِٕظِٛخ 
 اٌّؼبٌذلاد اٌخط١خ اٌّزغبٔغخ.

 
اٌخط١خ اٌّزغبٔغخ ٌٙب ؽً ٚؽ١ذ ٚ٘ٛ اٌؾً ارا وبٔذ ػذد اٌّغب١ً٘ رغبٚٞ ػذد اٌّؼبدلاد فّٕظِٛخ اٌّؼبدلاد  ملاحظح:

 اٌظفشٞ، اِب ارا وبْ ػذد اٌّغب١ً٘ اوضش ِٓ ػذد اٌّؼبدلاد فبٌّٕظِٛخ ٌٙب ػذد غ١ش ِٕزٗ ِٓ اٌؾٍٛي.
 ٠ّىٓ رؾ٠ًٛ ِٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ اٌٝ ط١غخ ِظفٛفخ ثبٌشىً

[
 
 
 
   

   

   

   

       

       

             

             ]
 
 
 

 

ٌّٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ. ارا ػجشٔب ػٓ إٌّظِٛخ  (Augmented matrix)رغّٝ ٘زٖ اٌّظفٛفخ ثبٌّظفٛفخ اٌّّزذح 
𝐴𝑋ثبٌظ١غخ  𝐴,. فبْ اٌّظفٛفخ اٌّّزذح ٠ّىٓ اٌزؼج١ش ػٕٙب ثبٌشىً      -. 

 

𝐴𝑋ٌزىٓ  تؼرَف: ِٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ. فبْ ؽش٠مخ ؽً ٘زٖ إٌّظِٛخ ػٍٝ اعبط رؾ٠ًٛ ِظفٛفزٙب اٌّّزذح    

,𝐴  Gauss-Jordan) عٛسدْ-ؽش٠مخ ؽزف وبٚطرغّٝ  -   , اٌظ١غخ اٌّذسعخ اٌغطش٠خ اٌّخزضٌخاٌٝ  -  

elimination).  ٌٝؽزف وبٚطؽش٠مخ رغّٝ  اٌظ١غخ اٌّذسعخ اٌغطش٠خاِب رؾ٠ًٛ ِظفٛفزٙب اٌّّزذح ا (Gauss 

elimination) َػٍّب اْ ؽش٠مخ رؾ٠ًٛ اٌّظفٛفخ اٌّّزذح اٌٝ اٌظ١غخ اٌّذسعخ اٌغطش٠خ اٚ اٌغطش٠خ اٌّخزضٌخ رزُ ثبعزخذا .

 اٌؼ١ٍّبد اٌغطش٠خ الا١ٌٚخ.

 
 عٛسدْ-ثطش٠مخ ؽزف وبٚطؽً ِٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ اٌزب١ٌخ  مثال:

𝑥   𝑥  𝑥    

 𝑥  𝑥   𝑥    

 𝑥  𝑥   𝑥    



,𝐴| - ⇒ [
    
    
     

|
 
 
 
]       𝑅  𝑅 → 𝑅      𝑅  𝑅 → 𝑅  

[
    
    
    

|
 

  
  

]       ⁄ 𝑅 → 𝑅  

[
    
    
    

|
 

  ⁄
  

]      𝑅  𝑅 → 𝑅     𝑅  𝑅 → 𝑅  

[
   
    
    

|
  ⁄

  ⁄

    ⁄
]       ⁄ 𝑅 → 𝑅  

[
   
    
   

|
  ⁄

  ⁄

  ⁄
]     𝑅  𝑅 → 𝑅    𝑅  𝑅 → 𝑅  

[
   
   
   

|
  ⁄

  ⁄

  ⁄
] ⇒ 

𝑥                   ⁄  
       𝑥            ⁄  
               𝑥    ⁄  

⁄    𝑥ٚاػؼ اْ اٌؾً ٌّٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ ٘ٛ 
 
    𝑥    ⁄     𝑥    ⁄. 

 
 ثطش٠مخ ؽزف وبٚطؽً ِٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ اٌزب١ٌخ  مثال:

𝑥   𝑥  𝑥    

 𝑥  𝑥  𝑥    

 𝑥   𝑥  𝑥    

,𝐴| - ⇒ [

    

     

    

|

 

 

 

]       𝑅  𝑅 → 𝑅      𝑅  𝑅 → 𝑅  

[

    

    

    

|
 

 
  

]       ⁄ 𝑅 → 𝑅  

[

    
    

    
|
 

 
  

]       𝑅  𝑅 → 𝑅  

[

    
    

   
|

 

 

   

]    ⁄ 𝑅 → 𝑅  



[

    
    

   
|

 

 

    ⁄

] 

𝑥   𝑥  𝑥    

            𝑥  𝑥    

                      𝑥      ⁄  

 .⁄      𝑥ٚاػؼ اْ  3ِٓ ِؼبدٌخ 

 .⁄      𝑥فبْ  2فٟ ِؼبدٌخ   𝑥ثزؼ٠ٛغ ل١ّخ 

 .⁄     𝑥فبْ  1فٟ ِؼبدٌخ   𝑥   𝑥ٚاخ١شا ثزؼ٠ٛغ ل١ُ 

⁄     𝑥ارْ اٌؾً ٌّٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ ٘ٛ 
 
    𝑥      ⁄     𝑥      ⁄. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 Determinants انمحذداخ: ثاوٍانفصم ان

𝑆ٌزىٓ  تؼرَف:  *        𝑛+ ً٠ؼشف رجبد٠ ،𝑆  ٓػٍٝ أٗ رٕظ١ُ ػٕبطش٘ب ثزشر١ت ِؼ١(𝑗 𝑗 𝑗  𝑗   𝑗 )  ْٚثذ
 ؽزف اٚ رىشاس اٞ ػٕظش ِٕٙب.

 ِٓ اٌطشق، 𝑛ث ٠ّىٓ رجذ٠ٍٗ   𝑗ٔلاؽع اْ اٌؼذد اٌظؾ١ؼ الاٚي 

𝑛ث ٠ّىٓ رجذ٠ٍٗ   𝑗اٌؼذد اٌظؾ١ؼ اٌضبٟٔ   ِٓ اٌطشق،   

𝑛ث ٠ّىٓ رجذ٠ٍٗ   𝑗اٌؼذد اٌظؾ١ؼ اٌضبٌش   ِٓ اٌطشق،   

 ِٓ اٌطشق،  ث ٠ّىٓ رجذ٠ٍٗ     𝑗ٚ٘ىزا اٌؼذد اٌظؾ١ؼ 

 ؽش٠مخ.  ث ٠ّىٓ رجذ٠ٍٗ   𝑗ٚاخ١شا اٌؼذد اٌظؾ١ؼ 

!𝑛ٌزٌه ٠ٛعذ   𝑛(𝑛   )(𝑛   )  ∙  ∙ ؽ١ش ٠شِض ٌّغّٛػخ اٌزجبد٠ً  𝑆ٍ ( ِٓ اٌزجبد٠ً 𝑛)ِفىٛن اٌؼذد   
 . 𝑆ثبٌشِض 

 

𝑆ٌزىٓ  مثال:  . 𝑆عذ  +       * 

! ؽغت اٌمبْٔٛ اػلاٖ )ِفىٛن اٌؼذد  𝑆ٕ٘بن عزخ رجبد٠ً ٌٍّغّٛػخ    ∙  ∙    ٟ٘ٚ ) 

𝑆  *(   )  (   )  (   )  (   )  (   )  (   )+. 

𝑆ٌٍّغّٛػخ  ( 𝑗 𝑗  𝑗)٠مبي ٌٍزجذ٠ً   *         𝑛+  ثبْ ٌٗ خبط١خ اٌزؼبوظ ارا ٚعذ ف١ٗ ػذد𝑗   ٠غجك ػذدا اطغش
.ِٕٗ 

ٌٍزؼبوغبد صٚع١ب فبْ ٘زا اٌزجذ٠ً ٠غّٝ رجذ٠لا صٚع١ب، اِب ارا وبْ ػذد اٌزؼبوغبد فشد٠ب فبْ  ارا وبْ فٟ رجذ٠ً ِب، اٌؼذد اٌىٍٟ
 ٘زا اٌزجذ٠ً ٠غّٝ رجذ٠لا فشد٠ب.

𝑛ارا وبٔذ  ≥ !𝑛ٌٙب   𝑆فبْ     رجبد٠ً صٚع١خ، ٚاٌؼذد ٔفغٗ ِٓ اٌزجبد٠ً اٌفشد٠خ. ⁄ 

 فٟ اٌّضبي اٌغبثك:

 ثذْٚ رؼبوظ (   )اٌزجذ٠ً 

 رؼبوغبْ (   )اٌزجذ٠ً 

 رؼبوغبْ (   )اٌزجذ٠ً 

 . 𝑆ل ٚ٘زٖ ٟ٘ اٌزجبد٠ً اٌضٚع١خ 

 رؼبوظ ٚاؽذ (   )اٌزجذ٠ً 
 رؼبوظ ٚاؽذ (   )اٌزجذ٠ً 
 صلاس رؼبوغبد (   )اٌزجذ٠ً 

 . 𝑆ل ٚ٘زٖ ٟ٘ اٌزجبد٠ً اٌفشد٠خ 

 
𝐴ٌزىٓ  تؼرَف: 𝑛ِظفٛفخ ِشثؼخ عؼخ  (   )   𝑛 ٍٝٔؼشف اٌّؾذد ػ .𝐴  ٚاٌزٞ ٠شِض ٌٗ ثبٌشِض|𝐴| :ٗٔػٍٝ ا 

|𝐴|  ∑(±)              

 ػٕذِب ٠ىْٛ اٌزجذ٠ً فشد٠ب.  ػٕذِب ٠ىْٛ اٌزجذ٠ً صٚع١ب ٚالاشبسح   ؽ١ش رغّغ اٌؾذٚد ٌىً اٌزجبد٠ً، ٚٔبخز الاشبسح 

 

𝐴ٌزىٓ  مثال:  0
      

      
 ؟|𝐴|اٚ  𝐴عذ ِؾذد  1

        ( )            ( )، ٌذ٠ٕب اٌؾذٚد  𝐴لا٠غبد ِؾذد 

|𝐴|                

 ثبٌشىً الارٟ: 𝐴ٚوزٌه ٠ّىٓ اْ ٔؾظً ػٍٝ ِؾذد 

𝐴  0
      

      
1 



|𝐴|                

 

𝐴ارا وبٔذ  |𝐴|عذ  مثال:  0
  

    
 ؟1

|𝐴|   (  )  (  )     

 

ثؾ١ش ٠برٟ ػٕظش ٚاؽذ فمؾ   اٚ   ، وً ؽغت اشبسرٗ 𝐴ِٓ ػٕبطش  𝑛٘ٛ ؽبطً ػشة  |𝐴|اْ وً ؽذ ِٓ  ملاحظح:
 من الحدود. !𝑛ٌحتوي على  |𝐴|ِٓ وً عطش، ٚػٕظش ٚاؽذ فمؾ ِٓ وً ػّٛد ٚثّب اْ اٌغّغ ٠شًّ ع١ّغ اٌزجبد٠ً فبْ 

 
𝑛ِظفٛفخ ِشثؼخ عؼخ  𝐴ارا وبٔذ اٌّظفٛفخ  ملاحظح:  𝑛  ؽ١ش𝑛  وبلارٟ: |𝐴|فبٔٗ ٠ّىٓ اٌؾظٛي ػٍٝ    

ٌٍّظفٛفخ  وّب ِٛػؼ فٟ اٌّضبي ادٔبٖ، صُ ٔغّغ ؽبطً ػشة ػٕبطش اٌمطش اٌشئ١غٟ ِغ ٔؼ١ذ وزبثخ اٌؼّٛد الاٚي ٚاٌضبٟٔ 
ؽبطً ػشة اٌؼٕبطش ػٍٝ اٌخط١ٓ اٌّٛاص١٠ٓ ٌٍمطش اٌشئ١غٟ، صُ ٔطشػ ِٕٙب ؽبطً ػشة اٌؼٕبطش ػٍٝ اٌمطش الاخش 

 )اٌضبٔٛٞ( ٚؽبطً ػشة اٌؼٕبطش ػٍٝ اٌخط١ٓ اٌّٛاص١٠ٓ ٌٗ.

 

𝐴ارا وبٔذ  |𝐴| عذ مثال:  [
    
    
    

 ؟[

|𝐴|  |
    
    
    

|
   
   
  

                 

 

 خىاص انمحذداخ

|𝐴|.ِظفٛفخ ِشثؼخ فبْ  𝐴ارا وبٔذ  : مثرهىح   |𝐴 | 

 

𝐴ارا وبٔذ  مثال:  6
   

   
|𝐴|ٚاػؼ اْ  7  |𝐴 |    . 

 
 ػٕذئز 𝐴ثبٌّجبدٌخ ث١ٓ اٞ عطش٠ٓ )ػّٛد٠ٓ( ِٓ  𝐴ِظفٛفخ ٔبرغخ ِٓ اٌّظفٛفخ اٌّشثؼخ   ٌزىٓ  : مثرهىح 

.| |   |𝐴| 

 

𝐴ارا وبٔذ  مثال:  6
   

  
6  ٚاْ 7

  

   
 ثّجبدٌخ اٌغطش الاٚي ٚاٌضبٟٔ. 𝐴 ٔبرغخ ِٓ   ؽ١ش  7

|𝐴|ِٓ اٌٛاػؼ اْ  | |ٚاْ       | |.. اٞ اْ       |𝐴| 

 

|𝐴|، فبْ 𝐴ارا رغبٜٚ عطشاْ )ػّٛداْ( فٟ ِظفٛفخ ِشثؼخ  : مثرهىح    . 

 .𝐴ِزغب٠ٚبْ فٟ اٌّظفٛفخ   𝑟     𝑟ٔفشع اْ اٌغطش٠ٓ  انثرهان:

 . ٔؾظً ػٍٝ اٌّظفٛفخ  𝐴فٟ   𝑟    𝑟ثّجبدٌخ اٌغطش٠ٓ 

| |.)ٔض اٌّجشٕ٘خ( ٔغزٕزظ اْ   ؽغت ِجشٕ٘خ    |𝐴| 

| |.ٌزٌه فبْ  𝐴  ِٓ اٌٛاػؼ اْ   |𝐴| 

|𝐴|ػٕذئز ٔؾظً ػٍٝ اْ    |𝐴|  ْٚ٘زا ٠إدٞ اٌٝ ا |𝐴| |𝐴|ٚػ١ٍٗ فبْ       . 



 

|𝐴|٠غبٚٞ طفشا فبْ  𝐴ارا وبْ وً ػٕظش ِٓ عطش )ػّٛد( فٟ ِظفٛفخ ِشثؼخ  : مثرهىح    . 

𝐴ارا وبٔذ  مثال:  [

    

   

   

|𝐴|اػؼ اْ فمن الو [   . 

 

 ِظفٛفخ ِشثؼخ فبْ 𝐴ٌزىٓ  : مثرهىح 

| |. فبْ 𝑘ثؼذد صبثذ  𝐴ٔبرغخ ِٓ ػشة عطش )ػّٛد( ٚاؽذ فٟ اٌّظفٛفخ   أ. ارا وبٔذ اٌّظفٛفخ   𝑘|𝐴| 

بعدد ثابت واضافته الى  𝐴ناتجة من اضافة مضروب احد السطور )الاعمدة( فً المصفوفة   اذا كانت المصفوفة ة. 
| |.سطر )عمود( اخر فان   |𝐴| 

 

𝐴اذا كانت  مثال:  [   
  

0  وان  [
   
   

| |.. ٚاػؼ اْ 1   |𝐴|      

 

𝐴اذا كانت  مثال:  [   
  

0  وان  [
   
  

| |.. واضح ان 1  |𝐴|     

 

𝑛ِظفٛفخ ِضٍض١خ عؼخ  𝐴ٌزىٓ  :6مثرهىح   𝑛  ْفب|𝐴|            . 

 

𝐴ارا وبٔذ  مثال:  [

    

   

    

|𝐴|فبْ  [  (  ) (  )   . 

 

 

 انىشر تانؼامم انمرافق/ خىاص انمحذداخ

𝑛عؼخ ِظفٛفخ ِشثؼخ 𝐴ارا وبٔذ  خاصُح:  𝑛   ْفب.|𝑘𝐴|  𝑘 |𝐴| 

𝐴|. نفسها فانالسعة  مصفوفتٌن مربعتٌن لهما     𝐴اذا كانت  خاصُح:   |  |𝐴|  | | 

| 𝐴|.السعة نفسها فان  مصفوفتٌن مربعتٌن لهما     𝐴اذا كانت  خاصُح:  |𝐴|| | 

 

|𝐴| ارا لبثٍخ ٌلأؼىبط ارا ٚفمؾ 𝐴اٌّظفٛفخ اٌّشثؼخ  مثرهىح:   . 

 لبثٍخ ٌلأؼىبط. 𝐴ٔفشع اْ  (1) انثرهان:

 .𝐴𝐴   𝐼ارْ 

|  𝐴𝐴|ٚػ١ٍٗ فبْ   |𝐼|. 

|  𝐴||𝐴|وهذا ٌؤدي الى ان    . 

|𝐴|ارْ    . 

|𝐴|ٔفشع اْ انؼكش،  (2)   . 



 𝐼.ٍ ٟ٘ اٌزىبفإ اٌغطشٞ  𝐴لبثٍخ ٌلأؼىبط ٠غت اْ ٔضجذ اْ  𝐴لاصجبد اْ 

 𝐴.ٍ اٌظ١غخ اٌّذسعخ اٌغطش٠خ اٌّخزضٌخ  𝑅ٌزىٓ 

 ثغٍغٍخ ِٕز١ٙخ ِٓ اٌؼ١ٍّبد اٌغطش٠خ الا١ٌٚخ. ٠𝐴ّىٓ اٌؾظٛي ػ١ٍٙب ِٓ  𝑅ثّب اْ 

 ثؾ١ش اْ  𝐸    𝐸       𝐸ارْ ٠ّىٓ اْ ٔغذ ِظفٛفبد ا١ٌٚخ 

𝐸  𝐸  𝐸  𝐴  𝑅 

𝐴  𝐸 
   𝐸 

     𝐸 
   𝑅 

|𝐴|  |𝐸 
  ||𝐸 

  | |𝐸 
  ||𝑅| 

|𝐴|ثّب اْ  |𝑅|. ارْ      . 

 لارؾزٛٞ ػٍٝ اٞ عطش ع١ّغ ػٕبطشٖ اطفبس. 𝑅ٚ٘زا ٠ؼٕٟ اْ اٌظ١غخ اٌّذسعخ اٌغطش٠خ اٌّخزضٌخ 

𝑅ٌزٌه فبْ   𝐼 ْٚػ١ٍٗ فب .𝐸  𝐸  𝐸  𝐴  𝐼. 

 . 𝐴   𝐸  𝐸  𝐸لبثٍخ ٌلأؼىبط. ٚاْ  𝐴ارْ 

 

|  𝐴|ِظفٛفخ ِشثؼخ لبثٍخ ٌلأؼىبط فبْ  𝐴ارا وبٔذ  وتُجح:  
 

| |
. 

 لبثٍخ ٌلأؼىبط. 𝐴ثّب اْ  انثرهان:

𝐴  𝐴ارْ   𝐼. 

|𝐴  𝐴|ٚػ١ٍٗ فبْ   |𝐼|. 

|𝐴  ||𝐴|ٚ٘زا ٠إدٞ اٌٝ اْ    . 

|𝐴|ثّب اْ   لبثٍخ ٌلأؼىبط. 𝐴لاْ    

|  𝐴|ارْ   
 

| |
. 

 

𝐴ٌزىٓ  تؼرَف: 𝑛ِظفٛفخ عؼخ  (   )   𝑛  ْٚا𝑀    ِٓ ِظفٛفخ عضئ١خ𝐴  عؼخ(𝑛   )  (𝑛 ٚإٌبرغخ  (  

ػٍٝ    𝐴ٚاٌزٞ ٠شِض ٌٗ     . ٠ٚؼشف اٌؼبًِ اٌّشافك ٌٍؼٕظش 𝑗  ِٓ𝐴ٚاٌؼّٛد فٟ اٌّٛلغ  𝑖ِٓ ؽزف اٌغطش فٟ اٌّٛلغ 
 أٗ

.𝐴   (  )   |𝑀  | 

 وّب ٠أرٟ:، رأرٟ ثشىً ِزٕبٚة ٚاْ اشبساد اٌمطش اٌشئ١غٟ ِٛعجخ دائّب    (  )ٔلاؽع اْ الاشبساد 

[

 
 

 
 

    
     

  

  
            
        

] 

]ثبٌظ١غخ اٌؼبِخ ٟ٘ وبلارٟ:     عؼخ  𝐴ٔؼشف اْ اٌّظفٛفخ 

         

         

         

] 

 رٟ: ّب ٠أو 𝐴ٍ ٠ّٚىٓ ؽغبة اٌّؾذد 

|𝐴|                                                              

 وّب ٠ّىٓ اػبدح وزبثزٗ ثبٌشىً اٌزبٌٟ:

|𝐴|     (             )     (             )     (             ) 

 اٌّؼبًِ اٌزٞ خبسعٙب ٌزٌه ٠ّىٓ اػبدح وزبثخ ٔشش اٌّؾذد اٌضلاصٟ وبلارٟ:ٚثّب اْ ٘زٖ الالٛاط رإٌف ِشافمبد 



.|𝐴|     𝐴      𝐴      𝐴   

 ٚ٘زٖ رإٌف ؽبطً ػشة ػٕبطش اٌؼّٛد الاٚي فٟ ِشافمبرٙب.

 إٌشش ثبٌٕغجخ ٌؼٕبطش اٌؼّٛد الاٚي. |𝐴|ٕٚ٘ب ٠غّٝ 

 ثبٌٕغجخ ٌؼٕبطش اٌغطش الاٚي ٚ٘ىزا. |𝐴|وزٌه ٠ّىٓ اْ ٠ىْٛ ٔشش 

.|𝐴|     𝐴      𝐴      𝐴   

 

𝐴ٌزىٓ  مثرهىح: 𝑛ِظفٛفخ عؼخ  (   )   𝑛 ٛ٘ ػٕذئز إٌشش ثبٌٕغجخ ٌؼٕبطش اٌغطش 

.|𝐴|     𝐴      𝐴        𝐴   

 اِب إٌشش ثبٌٕغجخ ٌؼٕبطش اٌؼّٛد ٘ٛ

.|𝐴|     𝐴      𝐴        𝐴   

 

ارا ٌُ ٠زُ رؾذ٠ذ اٌغطش اٚ اٌؼّٛد ثبٌٕغجخ ٌٍٕشش فٟ اٌغإاي، فبْ افؼً ؽش٠مخ ٌٍٕشش رزُ ثذلاٌخ اٌغطش اٚ اٌؼّٛد  ملاحظح:

 .  𝐴ػٕذئز لأؾزبط ٌؾغبة       اٌزٞ ٠ؾزٛٞ ػٍٝ اوجش ػذد ِٓ الاطفبس. اٞ أٗ ارا وبْ 

 

 ثطش٠مخ إٌشش ثبٌؼبًِ اٌّشافك ثبٌٕغجخ ٌؼٕبطش اٌؼّٛد اٌضبٌش. 𝐴عذ ِؾذد اٌّظفٛفخ  مثال:

𝐴  [
    
    
    

] 

|𝐴|     𝐴      𝐴      𝐴   

𝐴   (  )   , (  )     -      

𝐴   (  )   , (  )  (  )   -    

|𝐴|   (   )  (  )        

 

 

 ثطش٠مخ إٌشش ثبٌؼبًِ اٌّشافك ثبٌٕغجخ ٌؼٕبطش اٌغطش اٌضبٟٔ. 𝐴عذ ِؾذد اٌّظفٛفخ  مثال:

𝐴  [

    

   

    

] 

|𝐴|     𝐴      𝐴      𝐴   

𝐴   (  )   [    (  )(  )]    

𝐴   (  )   ,    (  ) -    

𝐴   (  )   , (  )     -    

|𝐴|                 

 

 / قاػذج كرامرانمحذداخ اَجاد انمؼكىس تاصتخذاو



𝐴ٌزىٓ  تؼرَف: 𝑛ِظفٛفخ عؼخ  (   )   𝑛 فٟ     ، فبْ ِٕمٛي ِظفٛفخ اٌؼٛاًِ اٌّشافمخ ٌٍؼٕبطش𝐴  ّٝ٠غ

 . اٞ اْ:𝑑𝑗(𝐴) ٠ٚشِض ٌٗ ثبٌشِض  adjoint 𝐴ِظبؽت 

 𝑑𝑗(𝐴)  [

𝐴  

𝐴  

𝐴  

𝐴  

 𝐴  

 𝐴  

      
𝐴  𝐴    𝐴  

] 

 

𝐴ٌزىٓ  مثرهىح: 𝑛ِظفٛفخ عؼخ  (   )   𝑛ْفب ، 

𝐴.  𝑑𝑗(𝐴)   𝑑𝑗(𝐴). 𝐴  |𝐴|. 𝐼  

 

𝐴ٌزىٓ  وتُجح: 𝑛ِظفٛفخ عؼخ  (   )   𝑛  ْٚا|𝐴|  ، فبْ  

𝐴   
 

|𝐴|
.   𝑑𝑗(𝐴) 

 

 ان امكن باستخدام المحددات. 𝐴جد معكوس المصفوفة  مثال:

𝐴  [

      

    

     

]   

|𝐴|  |

      

    

     

|

    

  

   

                  

𝐴   (  )   , (  )  (  )(  )-      

𝐴   (  )   , (  )   (  )-     

𝐴   (  )   , (  )   ( )-     

𝐴   (  )   ,(  )(  )  (  )(  )-     

𝐴   (  )   ,(  )(  )   (  )-    

𝐴   (  )   ,(  )(  )   (  )-     

𝐴   (  )   ,(  )(  )   (  )-    

𝐴   (  )   ,(  )(  )   (  )-     

𝐴   (  )   ,(  )    (  )-    

 ارْ ِظفٛفخ اٌؼٛاًِ اٌّشافمخ ٟ٘:

[

       

     

    

]   

 ٚػ١ٍٗ فبْ:



 𝑑𝑗(𝐴)  [

      

     

     

] 

𝐴   
 

|𝐴|
.  𝑑𝑗(𝐴)  

 

  
[

      

     

     

]  

[
 
 
 
 

 

4

 

4

  

 
  

4

  

4

 

4
 

4

 

4

  

 ]
 
 
 
 

 

 

٠ّىٓ ا٠غبد٘ب ثبثذاي  𝑑𝑗(𝐴) فبْ     اٌّشاد ا٠غبد ِؼىٛعٙب ثطش٠مخ اٌّؾذداد عؼخ  𝐴ارا وبٔذ اٌّظفٛفخ  ملاحظح:

 .(  ) ثػٕبطش اٌمطش اٌشئ١غٟ ٚػشة ػٕبطش اٌمطش الاخش )اٌضبٔٛٞ( 

 

 اْ اِىٓ ثبعزخذاَ اٌّؾذداد. 𝐴عذ ِؼىٛط اٌّظفٛفخ  مثال:

𝐴  0
   
   

1 

|𝐴|  (  )  (  )     

 𝑑𝑗(𝐴)  0
   
   

1 

𝐴   
 

|𝐴|
.  𝑑𝑗(𝐴)  

 

  
0
   
   

1  [

  

 
 

  

 
 
] 

 

 قاػذج كرامر

 ِٓ اٌّغب١ً٘. وبلارٟ: 𝑛ِٓ اٌّؼبدلاد ٌٚٙب  𝑛رغزخذَ ٘زٖ اٌمبػذح ٌؾً ِٕظِٛخ ِؼبدلاد خط١خ رؾزٛٞ ػٍٝ 

   𝑥     𝑥       𝑥     
   𝑥     𝑥       𝑥     
                                                            
   𝑥     𝑥       𝑥     

 اٌؾذ اٌّطٍك ٌٍّؼبدلاد.   صٛاثذ ٚاْ     ؽ١ش اْ 

٘ٛ ؽً   𝑥  𝑠   𝑥  𝑠     𝑥  𝑠ؽلا ٌٍّٕظِٛخ اػلاٖ ارا وبٔذ   𝑠  𝑠    𝑠ٚرغّٝ ِغّٛػخ ِٓ الاػذاد 

 ٌىً ِؼبدٌخ ِٓ إٌّظِٛخ.

𝐴𝑋ٌزىٓ  مثرهىح )قاػذج كرامر(:  𝑋ِظفٛفخ اٌّؼبِلاد ٚ  𝐴ؽ١ش  ِٓ اٌّغب١ً٘ 𝑛ِٓ اٌّؼبدلاد ٚ  𝑛ِٕظِٛخ ٌٙب    
|𝐴|ِظفٛفخ اٌؾذٚد اٌّطٍمخ، ثؾ١ش اْ   ِظفٛفخ اٌّغب١ً٘ ٚ   ػٕذئز ٠ىْٛ ٌٍّٕظِٛخ ؽً ٚؽ١ذ ٘ٛ:   

𝑥  
|𝐴 |

|𝐴|
    𝑥  

|𝐴 |

|𝐴|
        𝑥  

|𝐴 |

|𝐴|
. 

 .𝐴ِٓ اٌّظفٛفخ  𝑗ِؾً اٌؼّٛد فٟ اٌّٛلغ   ٟ٘ اٌّظفٛفخ إٌبرغخ ِٓ اؽلاي ػٕبطش اٌّظفٛفخ   𝐴ؽ١ش 

 
 ؽً ِٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ اٌزب١ٌخ ثبعزخذاَ لبػذح وشاِش. مثال:

𝑥   𝑥   𝑥     

 𝑥  𝑥   𝑥    

 𝑥  𝑥   𝑥    



𝐴  [

     

    

     

] 

|𝐴|  |

     

    

     

|

   

  

   

                    

|𝐴 |  |

      

    

     

|

    

  

   

                   

|𝐴 |  |

     

    

    

|

   

  

  

                      

|𝐴 |  |

     

   

    

|

   

  

   

                  

𝑥  
|𝐴 |

|𝐴|
 

 

  
     𝑥  

|𝐴 |

|𝐴|
 

  

  
    𝑥  

|𝐴 |

|𝐴|
 

 

  
    . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 فضاء انمتجهاخ  :ثانثانفصم ان
The vectors in space-2 and space-3 /   3-وفضاء 2-انمتجهاخ فٍ فضاء

 مقذمح فٍ انمتجهاخ

فٟ اٌّغزٛٞ ٚفٟ اٌفشاؽ )اٌفؼبء( ّٔضً اٌّزغٗ ٕ٘ذع١ب ثغُٙ ؽ١ش ٠ؼٕٟ ارغبٖ اٌغُٙ ارغبٖ اٌّزغٗ ث١ّٕب ٠ظف ؽٛي اٌغُٙ 

 .‖�⃗�‖ٚٔشِض ٌم١ّخ اٌّزغٗ  �⃗�عٛف ٔشِض ٌٍّزغٗ ثؾشف فٛلٗ عُٙ طغ١ش ِضلا  ل١ّخ اٌّزغٗ.

 

�⃗�ِغّٛػّٙب ِزغ١ٙٓ فبْ  ,�⃗⃗⃗� �⃗�ارا وبْ  تؼرَف:  �⃗⃗⃗�  ٗ٠زؾذد ثٛػغ ثذا٠خ اٌّزغ�⃗⃗⃗�  ٗػٍٝ ٔٙب٠خ اٌّزغ�⃗�، 

 .ِزغٗ اٌّغّٛع٠ّضً  �⃗⃗⃗�ٚٔٙب٠زٗ ٔٙب٠خ  �⃗�ٌزٌه فبْ اٌّزغٗ اٌزٞ ثذا٠زٗ ثذا٠خ            

 

�⃗⃗⃗�ارا وبْ  مثال:    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   , �⃗�  𝐴 ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ �⃗�عذ اٌّزغٗ     �⃗⃗⃗� .ِٚضٍٗ ٕ٘ذع١ب 

�⃗�  �⃗⃗⃗�  𝐴 ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  𝐴 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 
 

 انمحاَذ انجمؼٍ فٍ انمتجهاخ

�⃗�فٟ اٌّزغٙبد ؽ١ش اٌّؾب٠ذ اٌغّؼٟ ٚ٘ٛ  ⃗⃗ ٠ٚشِض ٌٗ ثبٌشِض اٌّزغٗ اٌظفشٞ اٌّزغٗ اٌزٞ ػذدٖ طفش ٠غّٝ    ⃗⃗   ⃗⃗  
�⃗�  �⃗� 

 .�⃗�ٌىً ِزغٗ 

 

�⃗�ارا وبْ  ملاحظح:  𝐴 ⃗⃗⃗⃗ �⃗� ِزغٗ غ١ش طفشٞ، فبْ  ⃗⃗   𝐴⃗⃗⃗⃗  ٔفغٗ ٌٚىٓ ثبرغبٖ ِؼبوظ. �⃗�٘ٛ اٌّزغٗ اٌزٞ ٌٗ ػذد  ⃗⃗

 

 

�⃗� (�⃗�ِٓ اٌّزغٗ  �⃗⃗⃗�ؽشػ اٌّزغٗ  ِزغ١ٙٓ فبْ ,�⃗⃗⃗� �⃗�ارا وبْ ِزغٗ  تؼرَف:  �⃗⃗⃗� ) ٟاٌّزغٗ اٌزٞ ٠زؾذد ثٛػغ ثذا٠ز ٛ٘

�⃗� �⃗⃗⃗�  

�⃗�ِزغٗ اٌفشق ٠ّضً  �⃗�ٚٔٙب٠زٗ ٔٙب٠خ  �⃗⃗⃗�ػٍٝ ٔمطخ ٚاؽذح، ٌزٌه فبْ اٌّزغٗ اٌزٞ ثذا٠زٗ ٔٙب٠خ              �⃗⃗⃗�  �⃗�  
( �⃗⃗⃗�). 

 

�⃗⃗⃗�ارا وبْ  مثال:  𝐴 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗   , �⃗�  𝐴 ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ �⃗�عذ اٌّزغٗ     �⃗⃗⃗� .ِٚضٍٗ ٕ٘ذع١ب 

�⃗�  �⃗⃗⃗�  𝐴 ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝐴 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  𝐴 ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ( 𝐴 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )  𝐴 ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗   𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  𝐴 ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 
 

�⃗�. 1 ملاحظح:  �⃗�  �⃗�  ( �⃗�)  𝐴 ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗  

            2 .  ⃗⃗   ⃗⃗  

�⃗�

�⃗� 

�⃗⃗⃗� 
𝐴 

𝐵 

𝐶 

�⃗� 
𝐴 𝐵 𝐵 𝐴 

 �⃗� 

�⃗⃗⃗� 

�⃗� 
𝐴 𝐵 

𝐶 



𝑘ِزغٗ غ١ش طفشٞ ٚوبْ  �⃗�ارا وبْ  تؼرَف: ِشح ثمذس  ٠𝑘ؼشف ثبٌّزغٗ اٌزٞ ؽٌٛٗ  𝑘�⃗�اٌؼشة ػذد ؽم١مٟ فبْ    

 ؽٛي

𝑘ارا وبْ ٔفغٗ  �⃗�ارغبٖ ، ٌٚٗ �⃗�اٌّزغٗ             > 𝑘ارا وبْ  �⃗�ٚػىظ ارغبٖ    < 𝑘�⃗�. ٚاػؼ اْ   ارا وبْ  ⃗⃗  

𝑘 �⃗�أٚ       ⃗⃗. 

صُ فٟ  (2-اٌّغزٛٞ )فؼبءاْ دساعخ اٌّزغٙبد رزؼؼ اوضش ثٛاعطخ الاؽذاص١بد. ٌزٌه عٛف ٔغزؼشع دساعخ اٌّزغٗ فٟ 

.(3-اٌفشاؽ )اٌفؼبء( )فؼبء  

 �⃗�لاٞ اؽذاص١١ٓ ِزؼبِذ٠ٓ. ٌٚزىٓ اؽذاص١بد ٔمطخ ٔٙب٠خ ٔمطخ الاطً ١ٌٚىٓ ثذا٠زٗ ( 2-اٌّغزٛٞ )فؼبءاٞ ِزغٗ فٟ  ١ٌ�⃗�ىٓ 
( ٟ٘𝑣  𝑣 ٠ .) ٓطٍك ػٍٝ الاؽذاص١١𝑣  𝑣   ِٗشوجزٟ اٌّزغ�⃗�  ٠ٚىزت�⃗�  (𝑣  𝑣 ). 

 
 

 تضاوٌ انمتجهاخ

ػٕذ ٔمطخ الاطً فبْ ٔٙب٠ز١ّٙب ٠غت اْ رٕطجمبْ ٚ٘زا ٠ؼٕٟ اْ ِشوجزٟ اٌّزغ١ٙٓ  �⃗� �⃗⃗⃗�ارا وبٔذ ثذا٠خ ِزغ١ٙٓ ِزغب١٠ٚٓ 

�⃗�ِزغب١٠ٚٓ. ثّؼٕٝ اخش ارا وبْ   (𝑣  𝑣 ) �⃗⃗⃗�  (𝑤  𝑤 )  ْفب�⃗�  �⃗⃗⃗�  ْارا ٚفمؾ ارا وب𝑣  𝑤  𝑣  𝑤 . 

 

�⃗�ارا وبْ  مثال:  (   ) �⃗⃗⃗�  اٌضب١ٔخ. �⃗⃗⃗�اٌضب١ٔخ لارغبٚٞ ِشوجخ  �⃗�فبْ اٌّزغ١ٙٓ غ١ش ِزغب١٠ٚٓ لاْ ِشوجخ  (    ) 

 

 جمغ انمتجهاخ وطرح انمتجهاخ وضرب انمتجهاخ تؼذد

�⃗�ارا وبْ ٠ّىٓ اعشاء ٘زٖ اٌؼ١ٍّبد ػٍٝ اٌّزغٙبد ثٛاعطخ اٌّشوجبد وبلارٟ:   (𝑣  𝑣 ) �⃗⃗⃗�  (𝑤  𝑤 ) ْفب 

1. �⃗�  �⃗⃗⃗�  (𝑣  𝑣 )  (𝑤  𝑤 )  (𝑣   𝑤  𝑣   𝑤 ) 

2. �⃗�  �⃗⃗⃗�  �⃗�  ( �⃗⃗⃗�)  (𝑣  𝑣 )  ( 𝑤   𝑤 )  (𝑣   𝑤  𝑣   𝑤 ) 

3. 𝑘�⃗�  𝑘(𝑣  𝑣 )  (𝑘𝑣  𝑘𝑣 )  ؽ١ش𝑘 .أٞ ػذد 

 

�⃗�ارا وبْ  مثال:  (    ) �⃗⃗⃗� �⃗�عذ  (   )   �⃗⃗⃗� �⃗�  �⃗⃗⃗�   �⃗�. 

�⃗�  �⃗⃗⃗�  (    )  (   )  (   ) 

�⃗�  �⃗⃗⃗�  (    )  (   )  (    )  (     )  (     ) 

  �⃗�    (    )  (     ) 

ِضٍّب اٌّزغٙبد فٟ اٌّغزٛٞ رّضً ثضٚط ِشرت ِٓ ػذد٠ٓ ؽم١م١١ٓ، فبْ اٌّزغٙبد فٟ اٌفشاؽ رّضً ثّشرت ِٓ صلاصخ ِشارت  

ٚرىزت                    �⃗�ػٕذ ٔمطخ الاطً فبْ اؽذاص١بد ٔمطخ ٔٙب٠زٗ رغّٝ ِشوجبد  �⃗�ِٓ اػذاد ؽم١م١خ. ارا وبٔذ ٔمطخ اثزذاء ِزغٗ 

�⃗�  (𝑣  𝑣  𝑣 ) . 

. ارا وبْ                   2-ثطشق ِشبثٙخ ٌٍفؼبء 3-٠ّىٓ اعشاء ػ١ٍّبد اٌغّغ ٚاٌطشػ ٚاٌؼشة ثؼذد ٚاٌزغبٚٞ فٟ فؼبء

�⃗�  (𝑣  𝑣  𝑣 ) �⃗⃗⃗�  (𝑤  𝑤  𝑤 ) :ٟفبْ اٌؼ١ٍّبد وّب ٠بر 

1. �⃗�  �⃗⃗⃗�  (𝑣  𝑣  𝑣 )  (𝑤  𝑤  𝑤 )  (𝑣   𝑤  𝑣   𝑤  𝑣   𝑤 ) 

2. �⃗�  �⃗⃗⃗�  �⃗�  ( �⃗⃗⃗�)  (𝑣  𝑣  𝑣 )  ( 𝑤   𝑤   𝑤 )  (𝑣  𝑤  𝑣  𝑤  𝑣  𝑤 ) 

X 

Y 

�⃗� 



3. 𝑘�⃗�  𝑘(𝑣  𝑣  𝑣 )  (𝑘𝑣  𝑘𝑣  𝑘𝑣 )  ؽ١ش𝑘 .أٞ ػذد 

4. �⃗�  �⃗⃗⃗�  𝑣  𝑤  𝑣  𝑤  𝑣  𝑤  

 

�⃗�ارا وبْ  مثال:  (      ) �⃗⃗⃗� �⃗�عذ  (      )   �⃗⃗⃗� �⃗�  �⃗⃗⃗�  �⃗⃗⃗�. 

�⃗�  �⃗⃗⃗�  (      )  (      )  (      ) 

�⃗�  �⃗⃗⃗�  �⃗�  ( �⃗⃗⃗�)  (      )  (       )  (      ) 

 �⃗⃗⃗�   (      )  (      ) 

�⃗�ٚاػؼ اْ   �⃗⃗⃗� .لاْ ِشوجبد اٌّزغ١ٙٓ غ١ش ِزغب٠ٚخ 

 

 �⃗�ٔمطخ اثزذاء اٌّزغٗ ػٕذ ٔمطخ الاطً. فبرا وبٔذ ٔمطخ اثزذاء اٌّزغٗ  لارىْٛفٟ ثؼغ الاؽ١بْ  ملاحظح:
  (𝑥  𝑦  𝑧 )  ٗٚٔمطخ أزٙبئ   (𝑥  𝑦  𝑧 )  ِْشوجبد اٌّزغٗ فب�⃗�  ٟ٘�⃗�  (𝑥   𝑥  𝑦   𝑦  𝑧  

 𝑧 ).  ٗاٞ اْ ِشوجبد اٌّزغ�⃗� .فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ رٕزظ ِٓ ؽشػ اؽذاص١بد ٔمطخ اٌجذا٠خ ِٓ اؽذاص١بد ٔمطخ إٌٙب٠خ 

 

 مؼُار انمتجه وحضاب انمتجه

⃗⃗⃗ 𝑢ارا وبٔذ   مثرهىح:  ⃗  �⃗�    �⃗⃗⃗�  ٚوبْ    3-أٚ فٟ فؼبء 2-صلاصخ ِزغٙبد فٟ فؼبء 𝑙    𝑘 ل١بع١١ٓ. ػٕذئز اٌؼلالبد الار١خ 

 طؾ١ؾخ:            

 

1. �⃗⃗�  �⃗�  �⃗�  �⃗⃗� 

2. (�⃗⃗�  �⃗�)  �⃗⃗⃗�  �⃗⃗�  (�⃗�  �⃗⃗⃗�) 

3. �⃗⃗�   ⃗⃗   ⃗⃗  �⃗⃗�  �⃗⃗� 

4. �⃗⃗�  ( �⃗⃗�)  ( �⃗⃗�)  �⃗⃗�   ⃗⃗ 

5. 𝑘(𝑙�⃗⃗�)  (𝑘𝑙)�⃗⃗� 

6. 𝑘(�⃗⃗�  �⃗�)  𝑘�⃗⃗�  𝑘�⃗� 

7. (𝑘  𝑙)�⃗⃗�  𝑘�⃗⃗�  𝑙�⃗⃗� 

8.   .    �⃗⃗�  �⃗⃗� 

 

.ِؼ١بس اٌّزغٗ ٠ٚشِض ٌٗ ثبٌشِض    ٠�⃗�طٍك ػٍٝ ؽٛي اٌّزغٗ  تؼرَف:  ‖�⃗⃗⃗�‖   ٗٚٔؾظً ػٍٝ ِؼ١بس اٌّزغ�⃗�  َثبعزخذا 

 اٌمبْٔٛ الارٟ:          

�⃗⃗⃗�أٞ اْ   2-فضاء .1  (𝒗  𝒗 )  :                        ‖�⃗⃗⃗�‖  √𝒗 
  𝒗 

  

�⃗⃗⃗�أٞ اْ   3-فضاء .2  (𝒗  𝒗  𝒗 )            ‖�⃗⃗⃗�‖  √𝒗 
  𝒗 

  𝒗 
  

 

 ٟ٘ ٔمطخ الاطً.  �⃗�رغزخذَ ٘زٖ اٌمٛا١ٔٓ فٟ ؽبٌخ وْٛ ٔمطخ ثذا٠خ اٌّزغٗ   ملاحظح:

 

 )ٔمطخ ثذا٠خ اٌّزغٗ ٚٔمطخالنقطتٌن  حساب المسافة بٌناِب ارا ٌُ رىٓ ٔمطخ ثذا٠خ اٌّزغٗ ٟ٘ ٔمطخ الاطً ف١غت تؼرَف: 

 ٔٙب٠زٗ(

 أٞ ؽغبة ِؼ١بس اٌّزغٗ.          

 فبْ اٌّؼ١بس  2-فضاءٔمطزٟ ثذا٠خ ٚٔٙب٠خ ِزغٗ فٟ   𝑝 (𝑥  𝑦 )     𝑝 (𝑥  𝑦 )ارا وبٔذ   .1

 

𝑑  ‖𝒑 𝒑 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖  √(𝒙  𝒙 )
  (𝒚  𝒚 )

  



 

 فبْ اٌّؼ١بس  3-فضاءٔمطزٟ ثذا٠خ ٚٔٙب٠خ ِزغٗ فٟ    𝑝 (𝑥  𝑦  𝑧 )     𝑝 (𝑥  𝑦  𝑧 )ارا وبٔذ    .2

 

𝑑  ‖𝒑 𝒑 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖  √(𝒙  𝒙 )
  (𝒚  𝒚 )

  (𝒛  𝒛 )
  

 

 

�⃗�عذ ِؼ١بس اٌّزغٗ   مثال:  ⃗⃗ 𝑝 𝑝ِٚؼ١بس اٌّزغٗ     (      )  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (.   𝑝   𝑝)اٌّغبفخ ث١ٓ     ⃗⃗

 . (     ) 𝑝 (      ) , 𝑝ارا ػٍّذ اْ         

 

‖�⃗�‖  √(  )        √  . 

𝑑  ‖𝑝 𝑝 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖  √(   )  (  (  ))  (   )  √  . 

 

 انجذاء )انضرب( انؼذدٌ

⃗⃗⃗ ١ٌ𝑢ىٓ    تؼرَف: ⃗  �⃗�   اٌضا٠ٚخ ث١ّٕٙب    ِشزشوخ ٌٚزىٓ   ٌّٙب ٔمطخ اثزذاء 3-أٚ فؼبء 2-ِزغ١ٙٓ غ١ش طفش١٠ٓ فٟ فؼبء 

 اٌؼشة اٌذاخٍٟ الال١ٍذٞ ٠ؼشف وبلارٟ: فبْ اٌغذاء اٌؼذدٞ اٚ        ثؾ١ش اْ              

 ⃗⃗⃗ .   �⃗⃗⃗�  ‖ ⃗⃗⃗‖‖�⃗⃗⃗�‖     

 

�⃗⃗�ارا وبْ   مثال:  (     )  ,�⃗�  .  �⃗⃗�  �⃗�عذ اٌؼشة اٌؼذدٞ ٌٍّزغ١ٙٓ        .ٚاْ    (     ) 

�⃗⃗� .   �⃗�  ‖ ⃗⃗⃗‖‖�⃗⃗⃗�‖      √  √  
 

√ 
   

 

�⃗⃗� ٠ّىٓ ؽغبة اٌغذاء اٌؼذدٞ ثذلاٌخ ِشوجبد اٌّزغٙبد. فبرا وبْ   ملاحظح:  (𝑢  𝑢  𝑢 )   �⃗�  (𝑣  𝑣  𝑣 )   

 فبْ 

 ⃗⃗⃗ .   �⃗⃗⃗�    𝒗    𝒗    𝒗  

 .2-اٌّزغ١ٙٓ فٟ فؼبءٚثٕفظ اٌطش٠مخ ٠ّىٓ ؽغبة اٌغذاء اٌؼذدٞ ارا وبْ 

 

⃗⃗⃗ 𝑢ارا وبٔذ  مثرهىح:  ⃗  �⃗�    �⃗⃗⃗�  ٚأْ    3-أٚ فؼبء 2-صلاصخ ِزغٙبد فٟ فؼبء  𝑘:ْل١بعٟ. فب 

1. �⃗⃗� .   �⃗�  �⃗� .   �⃗⃗� 

2. �⃗⃗� .   (�⃗�  �⃗⃗⃗�)  �⃗⃗� .   �⃗�  �⃗⃗� .   �⃗⃗⃗� 

3. 𝑘(�⃗⃗� .   �⃗�)  (𝑘�⃗⃗�) .   �⃗�  �⃗⃗� .   (𝑘�⃗�) 

�⃗�ارا وبْ    .4 . �⃗�فبْ     ⃗⃗     �⃗� > �⃗�اِب ارا وبْ         . �⃗�فبْ     ⃗⃗     �⃗�    

 



⃗⃗⃗ ١ٌ𝑢ىٓ   مثرهىح:  ⃗  �⃗�   ث١ّٕٙب ػٕذئز اٌضا٠ٚخ    ٌٚزىٓ   3-أٚ فؼبء 2-ِزغ١ٙٓ غ١ش طفش١٠ٓ فٟ فؼبء: 

1. ‖�⃗�‖  √�⃗� .   �⃗� 

2. �⃗⃗�   �⃗�   ٚأ  �⃗⃗� .   �⃗�      
 

 
 

 

⃗  ٚوبْ    3-أٚ فؼبء 2-ِزغٗ فٟ فؼبء�⃗⃗�  ارا وبْ مثرهىح:   . فبْ:⃗⃗  

⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗       : �⃗⃗⃗�ٟٚ٘   ⃗ ثبرغبٖ      �⃗⃗�ِشوجخ   •
 ⃗⃗⃗  

 ⃗⃗⃗ .   ⃗⃗⃗

‖ ⃗⃗⃗‖ 
.  ⃗⃗⃗                  

 

⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗⃗        : �⃗⃗⃗�ٟٚ٘  ⃗ اٌؼّٛد٠خ ػٍٝ     �⃗⃗�ِشوجخ   •
 ⃗⃗⃗   ⃗⃗⃗  

 ⃗⃗⃗ .   ⃗⃗⃗

‖ ⃗⃗⃗‖ 
.  ⃗⃗⃗ 

 

١ٌ�⃗⃗�ىٓ  مثال:  (       )  ⃗ . اٌؼّٛد٠خ ػٍٝ   �⃗⃗�. ِشوجخ  2.  ⃗ ثبرغبٖ     �⃗⃗�. ِشوجخ  1عذ        (      )   ⃗ 

1.   �⃗⃗� .   ⃗   ( )  (  )(  )  (  )( )    

‖ ⃗‖  (√   (  )    )      

     ⃗⃗⃗
�⃗⃗�  

�⃗⃗� .    ⃗

‖ ⃗‖ 
.    ⃗  

 

  
(      )  

 

  
(      )  (

 

  
 
  

  
 
 

  
) 

2.   �⃗⃗�       ⃗⃗⃗
�⃗⃗�  (       )  .

 

  
 
 4

  
 

 

  
/  .

 

  
 
   

  
 
   

  
/ 

 

 انجذاء )انضرب( الاتجاهٍ

�⃗⃗�ارا وبْ   تؼرَف:  (𝑢  𝑢  𝑢 ) �⃗�  (𝑣  𝑣  𝑣 )     فبٔٗ ِٓ اٌّزغ١ٙٓ  3-ِزغ١ٙٓ فٟ فؼبء�⃗�  �⃗⃗�   ٓ٠ّىٓ رى٠ٛ

0اٌّظفٛفخ  
𝑢 𝑢 𝑢 

𝑣 𝑣 𝑣 
 ػٕذئز اٌغذاء الارغبٟ٘ ٠ؼشف وبلارٟ:   1

 ⃗⃗⃗   �⃗⃗⃗�  .|
    

𝒗 𝒗 
|      |

    

𝒗 𝒗 
|     |

    

𝒗 𝒗 
|/ 

 

�⃗⃗�ارا وبْ   مثال:  (      )  ,�⃗�  .  �⃗⃗⃗�   ⃗⃗⃗ عذ   (       ) 

  �⃗�  �⃗⃗�ٔىْٛ ِظفٛفخ اٌّزغ١ٙٓ 
�⃗⃗�
�⃗�

0
   
     

1 

�⃗⃗�   �⃗�  .|
  

    
|      |

  
   

|     |
  
   

|/  (       ) 

 

 ٔلاؽع اْ ٔبرظ اٌؼشة الارغبٟ٘ ِزغٗ ث١ّٕب ٔبرظ اٌؼشة اٌؼذدٞ ل١ّخ ػذد٠خ. ملاحظح:



 . فبْ:3-ِزغ١ٙٓ فٟ فؼبء�⃗⃗�  �⃗�  ارا وبْ  مثرهىح: 

1. �⃗⃗�  �⃗�   �⃗⃗� �⃗⃗� .   (�⃗⃗�  �⃗�)   → 

2. �⃗⃗�  �⃗�   �⃗� �⃗� .   (�⃗⃗�  �⃗�)   → 

3. ‖ ⃗⃗⃗   �⃗⃗⃗�‖
 

 ‖ ⃗⃗⃗‖ ‖�⃗⃗⃗�‖  ( ⃗⃗⃗ .   �⃗⃗⃗�)
 

 .متطاتقح لاكراوجٚرغّٝ   

 

 أٞ ل١بعٟ فبْ:   𝑘ٚوبْ   3-صلاصخ ِزغٙبد فٟ فؼبء�⃗⃗�  �⃗� �⃗⃗⃗�  ارا وبْ  مثرهىح: 

1. �⃗⃗�  �⃗�   (�⃗�  �⃗⃗�) 

2. �⃗⃗�   (�⃗�  �⃗⃗⃗�)  �⃗⃗�   �⃗�  �⃗⃗�   �⃗⃗⃗� 

3. 𝑘(�⃗⃗�   �⃗�)  (𝑘�⃗⃗�)   �⃗�  �⃗⃗�   (𝑘�⃗�) 

4. �⃗⃗�    ⃗⃗   ⃗⃗   �⃗⃗�   ⃗⃗ 

5.  �⃗⃗�   �⃗⃗�   ⃗⃗ 

 

�⃗⃗�ً٘ اْ  مثال:  �⃗�  ٍٝػّٛد ػ �⃗⃗�  (       ) �⃗�  ؟ (      ) 

  �⃗�  �⃗⃗�ٔىْٛ ِظفٛفخ اٌّزغ١ٙٓ 
�⃗⃗�
�⃗�

0
    
   

1 

�⃗⃗�  �⃗�  (         ) 

�⃗⃗� .   (�⃗⃗�  �⃗�)  (      ) . (         )             

�⃗� .   (�⃗⃗�  �⃗�)  (     ) . (         )            

�⃗⃗�ارْ ٚاػؼ اْ   �⃗�  ِٓ ًػّٛد ػٍٝ و�⃗⃗� .�⃗�, 

 !�⃗⃗� .�⃗�, Checkػٍٝ  لاكراوجمتطاتقح ٠ّٚىٓ ا٠ؼب ثغٌٙٛخ رؾم١ك 

 

 ِٓ خلاي اٌؼشة الارغبٟ٘ وبلأرٟ:𝐴    ٠ّىٓ ا٠غبد ِغبؽخ اٌّضٍشملاحظح: 

  
 

 
‖ ⃗⃗⃗   �⃗⃗⃗�‖  

 

 
‖ ⃗⃗⃗‖‖�⃗⃗⃗�‖     

 وّب ٠أرٟ:                 ارا ػٍّذ ٔمبؽ سؤٚعٗ    𝐴 ٚوزٌه ٠ّىٓ ا٠غبد ِغبؽخ اٌّضٍش

  
 

 
‖    
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗       

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ 

 

.   عذ ِغبؽخ اٌّضٍش اٌزٞ سؤٚعٗ مثال:   (     )      (     )      (     ) 

    
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  (      ) 

    
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  (      ) 

    
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗       

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  .|
   
  

|    |
  

   
|   |

   
   

|/  (         ) 

𝐴  
 

 
‖    
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗       

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖  
 

 
√           

 

 
  ٚؽذح ِغبؽخ      √

 



 متجهاخانفضاء 

 اٌٝ فؼبء  𝑅 3-ٚفؼبء 𝑅  2-ؽٛي فؼبء اٌفظً اٌضبٌش٠ّىٓ رؼ١ُّ اٌزؼبس٠ف ٚاٌّجشٕ٘بد اٌّؼطبح فٟ  ملاحظح:

             ٟٔٛٔ𝑅  فؼبء(-(n ْٛأٞ اْ اٌّزغٗ ٠ى .. �⃗⃗�  (𝑢    𝑢       𝑢 ) 

 

  𝑉ِغّٛػخ غ١ش خب١ٌخ ٔؼشف ػ١ٍٙب ػ١ٍّزب اٌغّغ ٚاٌؼشة فٟ اػذاد ؽم١م١خ، ٔغّٟ ػٕبطش 𝑉 ٌزىٓ  تؼرَف:

 فؼبء ِزغٙبد ػٍٝ ؽمً الاػذاد اٌؾم١م١خ ارا رؾممذ اٌششٚؽ الار١خ:  𝑉ِزغٙبد ٠ٚمبي اْ            

�⃗⃗�فبْ  𝑉ػٕظش٠ٓ ِٓ  �⃗⃗�  �⃗�ارا وبْ  .1  �⃗�  ٌٝ٠ٕزّٟ ا𝑉. 

2. �⃗⃗�  �⃗�  �⃗�  �⃗⃗�  ًٌى�⃗⃗�  �⃗�  𝑉. 

3. (�⃗⃗�  �⃗�)  �⃗⃗⃗�  �⃗⃗�  (�⃗�  �⃗⃗⃗�)  ًٌى�⃗⃗�  �⃗� �⃗⃗⃗�  𝑉. 

⃗⃗ ٠ٛعذ  .4  𝑉  ْٛثؾ١ش ٠ى�⃗⃗�   ⃗⃗   ⃗⃗  �⃗⃗�  �⃗⃗�  ًٌى�⃗⃗�  𝑉. 

�⃗⃗�ٌىً  .5  𝑉  ٠ٛعذ �⃗⃗�  𝑉  ثؾ١ش�⃗⃗�  ( �⃗⃗�)  ( �⃗⃗�)  �⃗⃗�   ⃗⃗. 

.فبْ  𝑉اٞ ػٕظش فٟ  �⃗⃗�ػذدا ؽم١م١ب ٚوبْ  𝑘ارا وبْ  .6  �⃗⃗�  𝑉 

7. . 𝑘(�⃗⃗�  �⃗�)  𝑘�⃗⃗�  𝑘�⃗� 

8. (𝑘  𝑘 )�⃗⃗�  𝑘 �⃗⃗�  𝑘 �⃗⃗�  ؽ١ش𝑘  𝑘  .أػذاد ؽم١م١خ 

9. 𝑘 (𝑘 �⃗⃗�)  (𝑘 𝑘 )�⃗⃗�. 

10.  .  �⃗⃗�  �⃗⃗� 

 

𝑓ِغّٛػخ اٌذٚاي اٌؾم١م١خ اٌّؼشفخ ػٍٝ خؾ ِغزم١ُ. ارا وبٔذ  𝑉ٌزىٓ  مثال:  𝑓(𝑥)  �⃗�  �⃗�(𝑥)  ٓداٌز١ 

 ػذد ؽم١مٟ فبْ داٌخ اٌغّغ ٚاٌؼشة ثؼذد رؼشفبْ وبلارٟ: 𝑘ٚاْ          

(𝑓  �⃗�)(𝑥)  𝑓(𝑥)  �⃗�(𝑥)  (𝑘𝑓)(𝑥)  𝑘𝑓(𝑥)  ػٕذئز𝑉 .رّضً فؼبء ِزغٙبد 

𝑓 �⃗�. ٔفشع اْ 1  𝑉   ْٚػ١ٍٗ فب(𝑓  �⃗�)(𝑥)  𝑓(𝑥)  �⃗�(𝑥)  ْار𝑓  �⃗�  𝑉 

(𝑥)⃗⃗ . ٠ٛعذ 4  𝑉  ْثؾ١ش ا 

 (𝑓   ⃗⃗)(𝑥)  𝑓(𝑥)   ⃗⃗(𝑥)  𝑓(𝑥)      ( ⃗⃗  𝑓)(𝑥)   ⃗⃗(𝑥)  𝑓(𝑥)  𝑓(𝑥) 

𝑓. ٌىً    𝑉  ٠ٛعذ 𝑓  𝑉  ْثؾ١ش ا 

(𝑓  ( 𝑓))(𝑥)  𝑓(𝑥)  ( 𝑓)(𝑥)  𝑓(𝑥)  𝑓(𝑥)   ⃗⃗(𝑥) 

( 𝑓  𝑓)(𝑥)   𝑓(𝑥)  𝑓(𝑥)   ⃗⃗(𝑥) 

𝑓ٔفشع اْ .    𝑉  ْٚا  𝑘 ْأٞ ػذد فب𝑘𝑓(𝑥)  (𝑘𝑓)(𝑥)   

𝑘𝑓  𝑉 ∴ 

 

. ِغّٛػخ عضئ١خ غ١ش خب١ٌخ ِٓ فؼبء ِزغٙبد 𝑊 ٌزىٓ تؼرَف:  𝑉 ّٝرغ𝑊  ِٓ ٟفؼبء عضئ𝑉  ارا وبٔذ 

           𝑊  ٍٝفؼبء ِزغٙبد ثبٌٕغجخ ٌؼ١ٍّزٟ اٌغّغ ٚاٌؼشة ثؼذد اٌّؼشف١زٓ ػ𝑉. 

 

 ارا ٚفمؾ 𝑉فؼبء عضئٟ ِٓ  𝑊فبْ 𝑉 ِغّٛػخ عضئ١خ غ١ش خب١ٌخ ِٓ فؼبء ِزغٙبد  𝑊ارا وبٔذ  مثرهىح:

 ارا رؾمك اٌششؽبْ:            



�⃗⃗�    �⃗�  أ.   𝑊 → �⃗⃗�  �⃗�  𝑊  ْاٞ ا𝑊 .ِغٍمخ ٌؼ١ٍّخ عّغ اٌّزغٙبد 

�⃗⃗�  ة.   𝑊    𝑘  𝑅 → 𝑘�⃗⃗�  𝑊  ْاٞ ا𝑊 .ِغٍمخ ٌؼ١ٍّخ ػشة اٌّزغٙبد ثؼذد 

 

 اٌّإٌفخ ِٓ اٌّزغٗ اٌظفشٞ فمؾ {⃗⃗ }ٔفغٗ ٚ  ٠𝑉ٛعذ ػٍٝ الالً فؼبءاْ عضئ١بْ ّ٘ب  𝑉ٌىً فؼبء ِزغٙبد  ملاحظح:

 ٠ٚغّٝ اٌفؼبء اٌغضئٟ اٌظفشٞ.

 

𝑉ٌزىٓ  مثال:  𝑅   ٌٓٚزى𝑊  *(     ):     𝑅+ ْا ً٘ .𝑊 فؼبء عضئٟ؟ 

𝑊   ∴     (     )  𝑊   

�⃗⃗�ٔفشع اْ   (       )    �⃗�  (       )  𝑊  

�⃗⃗�  �⃗�  (       )  (       )  (             )  𝑊 

𝑘�⃗⃗�  𝑘(       )  (𝑘   𝑘    )  𝑊 

 فؼبء عضئٟ. 𝑊ارْ 

 

𝑀ً٘ اْ  مثال:  *   𝑥   𝑥 :  )فؼبء  (𝑅)  فؼبء عضئٟ ِٓ اٌفؼبء  +        

 𝑅؟ِزؼذداد اٌؾذٚد ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ ػٍٝ اٌؾمً         

١ٌ𝐴ىٓ        𝑥    𝑥
             𝑥    𝑥

  𝑀. 

 .                           ثؾ١ش اْ 

𝐴    (     )  (     )𝑥  (     )𝑥
   

       (     )  (     )   ∴ 

                      

      

     ٌىٓ 

 𝐴    𝑀 ∴ 

 𝑀  ١ٌغذ ِغٍمخ ٌؼ١ٍّخ اٌغّغ. ∴

 𝑀 .١ٌغذ فؼبء عضئٟ ِٓ اٌفؼبء  ∴   (𝑅) 

 

𝑈فبْ  𝑉فؼبئ١ٓ عضئ١١ٓ ِٓ فؼبء ِزغٙبد  𝑈    𝑊ارا وبْ  مثال:  𝑊  ِٓ ٟفؼبء عضئ𝑉.ثش٘ٓ رٌه . 

𝑈    𝑊    .ٓفؼبئ١ٓ عضئ١١ 

∴  ⃗⃗  𝑈     ⃗⃗  𝑊  ْٚثٙزا فب ⃗⃗  𝑈  𝑊  ْاٞ ا𝑈  𝑊    

�⃗⃗�  �⃗�. ٔفشع اْ  1  𝑈  𝑊  

�⃗⃗�  �⃗�  𝑈   �⃗⃗�  �⃗�  𝑊 ∴ 

�⃗⃗�ٚثبٌزبٌٟ فبْ   �⃗�  𝑈        �⃗⃗�  �⃗�  𝑊  



�⃗⃗�ٚػ١ٍٗ   �⃗�  𝑈  𝑊 

�⃗⃗�  𝑈. ٔفشع اْ  2  𝑊  

�⃗⃗�  𝑈   �⃗⃗�  𝑊 ∴ 

�⃗⃗� ٚثبٌزبٌٟ فبْ   𝑈        𝑘�⃗⃗�  𝑊  ؽ١ش𝑘 ٟأٞ ػذد ؽم١م 

�⃗⃗� ٚػ١ٍٗ   𝑈  𝑊 

𝑈ٌٚٙزا فبْ   𝑊  ِٓ ٟفؼبء عضئ𝑉. 

 

 انتركُة انخطٍ، الارتثاط انخطٍ والاصتقلال انخطٍ

 رشو١ت خطٟثبٔٗ  𝑉فٟ  ٠�⃗�مبي ٌٍّزغٗ  𝑉ِزغٙبد فٟ   �⃗�    �⃗�       �⃗�فؼبء ِزغٙبد ٚاْ 𝑉 ١ٌىٓ  تؼرَف:

 (Linear Combination)          ِٓ�⃗�    �⃗�       �⃗�    ٓارا اِىٓ اٌزؼج١ش ػ�⃗� :ًثبٌشى 

�⃗�  𝑘 �⃗�  𝑘 �⃗�    𝑘 �⃗�   حٌث𝑘    𝑘       𝑘  .اعداد حقٌقٌة 

 

�⃗�ً٘ اْ  𝑅 ِزغٙبد ِٓ   (     )  ١ٌ�⃗�  (      )   �⃗�  (      ) �⃗�ىٓ  مثال:  (      ) 

 ؟ �⃗�    �⃗�   �⃗�رشو١ت خطٟ ِٓ         

�⃗�  𝑘 �⃗�  𝑘 �⃗�  𝑘 �⃗�  

(      )  𝑘 (     )  𝑘 (      )  𝑘 (      ) 
(      )  (𝑘   𝑘  𝑘 )  (𝑘      𝑘 )  ( 𝑘     ) 

(      )  (𝑘  𝑘  𝑘   𝑘  𝑘   𝑘 ) 

𝑘  𝑘  𝑘       

 𝑘                          

𝑘   𝑘               

 𝑘    ⟹ 𝑘     

𝑘   𝑘   ⟹     𝑘   ⟹   𝑘   ⟹ 𝑘     

𝑘  𝑘  𝑘   ⟹      𝑘   ⟹ 𝑘     

�⃗�ثبٌشىً:   �⃗�    �⃗�     �⃗�ِٓ رشو١ت خطٟ  �⃗�ارْ    �⃗�   �⃗�   �⃗� . 

 

٠ّىٓ اٌزؼج١ش ػٕٗ وزشو١ت خطٟ  𝑉ٚاْ وً ِزغٗ فٟ  𝑉ِزغٙبد فٟ فؼبء ِزغٙبد   �⃗�    �⃗�       �⃗�ارا وبٔذ  تؼرَف:

 ِٓ�⃗�    �⃗�       �⃗�   رٌٛذفبْ ٘زٖ اٌّزغٙبد (generateٚا )  رٕشئ(span )𝑉. 

 

.رٌٛذ اٚ رٕشئ فؼبء  (      )  �⃗�  (     )   �⃗�  (     ), �⃗�ً٘ اْ اٌّزغٙبد  مثال: 𝑅  

�⃗⃗�ٔفشع اْ          (𝑢   𝑢   𝑢 )  ِٓ ٞاٞ ِزغٗ غ١ش طفش. 𝑅  

�⃗⃗�  𝑘 �⃗�  𝑘 �⃗�  𝑘 �⃗�  

(𝑢   𝑢   𝑢 )  𝑘 (     )  𝑘 (     )  𝑘 (      ) 

(𝑢   𝑢   𝑢 )  ( 𝑘  𝑘   𝑘 )  (𝑘    𝑘 )  ( 𝑘   𝑘    𝑘 ) 

(𝑢  𝑢  𝑢 )  ( 𝑘  𝑘   𝑘  𝑘   𝑘   𝑘  𝑘   𝑘 ) 

  𝑘  𝑘   𝑘                                                                                                   اٞ اْ:            
𝑢  

𝑘              𝑘  𝑢    

 𝑘  𝑘   𝑘  𝑢  



                                                                     ٔبخز ِؾذد ِظفٛفخ اٌّؼبِلاد    

|𝐴|  |
   
   
    

|
  
  
  

   

  ثّب اْ اٌّؾذد ٠غبٚٞ طفش ارْ لا٠ٛعذ ٌٍّٕظِٛخ ؽً ٚػ١ٍٗ فبٔٗ لا٠ّىٓ اٌزؼج١ش ػٓ وً ِزغٗ وزشو١ت خطٟ.

.لارٌٛذ فؼبء   �⃗�    �⃗�  �⃗� ٚثبٌزبٌٟ فبْ اٌّزغٙبد  𝑅  

 

 ِٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ اٌزٟ ١ٌظ ٌٙب ؽً رغّٝ ِٕظِٛخ غ١ش ل٠ّٛخ )غ١ش ِزٕبعمخ( اِب إٌّظِٛخملاحظح: 

ٌٙب ؽً فزغّٝ ِٕظِٛخ ل٠ّٛخ )ِزٕبعمخ(. ِٕظِٛخ اٌّؼبدلاد اٌخط١خ رىْٛ ل٠ّٛخ ارا ٚفمؾ ارا وبٔذ ِظفٛفخ اٌّؼبِلاد  اٌزٟ

 لبثٍخ ٌلأؼىبط اٞ اْ ِؾذد ِظفٛفخ اٌّؼبِلاد لا٠غبٚٞ طفش.

 

 Linearly) ِشرجطخ خط١بثبٔٙب  𝑉ِٓ فؼبء ِزغٙبد  { �⃗�    �⃗�       �⃗�}٠مبي ٌّغّٛػخ اٌّزغٙبد  تؼرَف:

dependent) 

 .⃗⃗   𝑘 �⃗�  𝑘 �⃗�    𝑘 �⃗�ثؾ١ش ١ٌغذ ع١ّؼٙب اطفبس   𝑘  𝑘    𝑘ارا ٚفمؾ ارا ٚعذد اػذاد            

( Linearly Independent) ِغزمٍخ خط١بثبٔٙب  𝑉ِٓ فؼبء ِزغٙبد  { �⃗�    �⃗�       �⃗�}٠ٚمبي ٌّغّٛػخ اٌّزغٙبد 

 .   𝑘  𝑘    𝑘 فبْ⃗⃗   𝑘 �⃗�  𝑘 �⃗�    𝑘 �⃗� ارا ٚفمؾ ارا وبْ 

 

�⃗⃗�  (     )    �⃗⃗�  (     )   �⃗⃗�  (     )  �⃗⃗�4 ً٘ اْ اٌّزغٙبد  مثال:  ِشرجطخ(      ) 

 خط١ب اَ ِغزمٍخ خط١ب؟        

 

𝑘 �⃗⃗�  𝑘 �⃗⃗�  𝑘 �⃗⃗�  𝑘4�⃗⃗�4   ⃗⃗ 

𝑘 (     )  𝑘 (     )  𝑘 (     )  𝑘4(      )   ⃗⃗ 

(𝑘     )  (  𝑘    )  (    𝑘 )  ( 𝑘4  𝑘4   𝑘4)   ⃗⃗ 

(𝑘   𝑘4 𝑘   𝑘4 𝑘   𝑘4)   ⃗⃗ 

 𝑘                        𝑘4    

𝑘                 𝑘4            

𝑘          𝑘4                   

ٚاػؼ أٗ ٠ٛعذ ػذد غ١ش ِٕزٗ ِٓ اٌؾٍٛي ٚػ١ٍٗ فبْ اؽذ اٌؾٍٛي ٘ٛ اٌؾً غ١ش اٌظفشٞ، اٞ أٗ ١ٌظ ع١ّغ الاػذاد 

𝑘  𝑘  𝑘  𝑘4  أطفبس. ارْ ِغّٛػخ اٌّزغٙبد{�⃗⃗�     �⃗⃗�   �⃗⃗�   �⃗⃗�4} .ِشرجطخ خط١ب 

 

𝑛ػٕذِب  ملاحظح: ⃗⃗ 𝑘 ِشرجؾ خط١ب لاْ ⃗⃗ فبْ اٌّزغٗ اٌظفشٞ       �⃗�لاٞ ػذد. اِب اٌّزغٗ غ١ش اٌظفشٞ  ⃗⃗  

𝑘ارا ٚفمؾ ارا وبْ  ⃗⃗   𝑘�⃗�فٙٛ ِغزمً خط١ب لاْ                . 

 

 ِشرجطخ خط١ب اَ ِغزمٍخ خط١ب؟(     )  �⃗⃗�  (     )    𝑢  (     )   �⃗⃗� ً٘ اْ اٌّزغٙبد  مثال:

𝑘 �⃗⃗�  𝑘 �⃗⃗�  𝑘 �⃗⃗�   ⃗⃗ 

𝑘 (     )  𝑘 (     )  𝑘 (     )   ⃗⃗ 

(𝑘     )  (  𝑘    )  (    𝑘 )   ⃗⃗ 

(𝑘  𝑘  𝑘 )   ⃗⃗ 



𝑘                

𝑘                

𝑘                

 .   𝑘  𝑘  𝑘ٚاػؼ اْ ع١ّغ الاػذاد 

 ِغزمٍخ خط١ب. { �⃗⃗�     �⃗⃗�   �⃗⃗�}ارْ ِغّٛػخ اٌّزغٙبد 

 

 ِشرجطخ خط١ب، فبْ اؽذ اٌّزغٙبد ػٍٝ الالً ٠ّىٓ وزبثزٗ ػٍٝ شىً  �⃗�    �⃗�       �⃗�ارا وبٔذ اٌّزغٙبد  مثرهىح:

 رشو١ت خطٟ ثذلاٌخ ثم١خ اٌّزغٙبد.           

 مرتبطة خطٌا  �⃗�    �⃗�       �⃗�ثّب اْ اٌّزغٙبد  انثرهان:

 ١ٌغذ ع١ّؼٙب اطفبس ثؾ١ش اْ   𝑘     𝑘       𝑘ارْ رٛعذ اػذاد ِضً             

𝑘 �⃗�  𝑘 �⃗�    𝑘 �⃗�   ⃗⃗ 

𝑘 �⃗�   𝑘 �⃗�    𝑘 �⃗�  

 ، ارْ    ١ٌ𝑘ىٓ 

�⃗�   
𝑘 

𝑘 
�⃗�  

𝑘 

𝑘 
�⃗�    

𝑘 

𝑘 
�⃗�  

 احد المتجهات على الاقل على شكل تركٌب خطً من بقٌة المتجهات.ٚثٙزا ٠ّىٓ وزبثخ 

 

 مرتبطة خطٌا. + �⃗�    �⃗�       �⃗�*متجها صفرٌا فان المجموعة   �⃗�    �⃗�       �⃗�ارا وبْ اؽذ اٌّزغٙبد ِٓ  وتُجح:

 ِزغٗ طفشٞ.  �⃗�ٔفشع اْ  انثرهان:

    𝑘 �⃗�ثؾ١ش اْ     𝑘ارْ ٠ٛعذ             

.   𝑘 �⃗�وبسرجبؽ خطٟ ثبٌشىً    �⃗�    �⃗�       �⃗�ٌزٌه ٠ّىٓ وزبثخ اٌّزغٙبد  �⃗�     . �⃗�   ⃗⃗   

 

 مرتبطة خطٌا،   �⃗⃗�    �⃗�    �⃗�       �⃗� مستقلة خطٌا وكانت المتجهات   �⃗�    �⃗�       �⃗�ارا وبٔذ اٌّزغٙبد  مثرهىح:

 . �⃗�    �⃗�       �⃗�على شكل تركٌب خطً من  �⃗⃗�فانه ٌمكن كتابة           

 مرتبطة خطٌا   �⃗⃗�    �⃗�    �⃗�       �⃗�ثّب اْ اٌّزغٙبد انثرهان:

 ١ٌغذ ع١ّؼٙب اطفبس ثؾ١ش اْ   𝑘    𝑘     𝑘       𝑘ارْ رٛعذ اػذاد ِضً             

𝑘�⃗⃗�  𝑘 �⃗�  𝑘 �⃗�    𝑘 �⃗�   ⃗⃗ 

𝑘ٚاػؼ اْ  𝑘لأٗ ارا وبٔذ      مرتبطة خطٌا. اذن  �⃗�    �⃗�       �⃗�لاطجؾذ اٌّزغٙبد    

𝑘�⃗⃗�   𝑘 �⃗�  𝑘 �⃗�    𝑘 �⃗�  
 اٞ اْ  

�⃗⃗�   
𝑘 

𝑘
�⃗�  

𝑘 

𝑘
�⃗�    

𝑘 

𝑘
�⃗�  

 . �⃗�    �⃗�       �⃗�رشو١ت خطٟ ِٓ   
 

 

 انقاػذج وانثؼذ

Sفؼبء ِزغٙبد ٚاْ  𝑉ارا وبْ  تؼرَف:  *�⃗�    �⃗�       �⃗� +  ِغّٛػخ ِٕز١ٙخ ِٓ ِزغٙبد𝑉 ْ٠مبي ثب .S  لبػذح

 ارا وبْ 𝑉ٌٍفؼبء 

1. 𝑆 .ِغزمٍخ خط١ب 

2.  S  رٌٛذ اٌفؼبء𝑉. 

 



Vٌزىٓ  :1مثال  𝑅   ْٚاS Vرإٌف لبػذح ٌٍفؼبء  Sً٘ اْ  +(     )    (     )    (     )*   𝑅 ؟ 

 بحٌث ان    𝑘  𝑘  𝑘مثل ِغزمٍخ خط١ب، ٔفشع ٚعٛد اػذاد  Sٌىٟ ٔضجذ اْ 

𝑘 (     )  𝑘 (     )  𝑘 (     )   ⃗⃗ 

(𝑘     )  (  𝑘    )  (    𝑘 )   ⃗⃗ 

(𝑘  𝑘  𝑘 )   ⃗⃗ 

𝑘                    

           𝑘          

                 𝑘    

 ِغزمٍخ خط١ب. 𝑆. ٚ٘زا ٠إدٞ اٌٝ اْ    𝑘  𝑘  𝑘ٚاػؼ اْ ع١ّغ الاػذاد 

�⃗⃗�ٔفشع اْ   (𝑢   𝑢   𝑢 )   ِٓ ٞاٞ ِزغٗ غ١ش طفش𝑅  ْثؾ١ش ا 

(𝑢   𝑢   𝑢 )   (     )   (     )   (     ) 

(𝑢   𝑢   𝑢 )  (     )  (      )  (     ) 

(𝑢   𝑢   𝑢 )  (     ) 

  𝑢      𝑢      𝑢  

�⃗⃗�  𝑢 (     )  𝑢 (     )  𝑢 (     ) 

٠Sّىٓ اٌزؼج١ش ػٕٗ وزشو١ت خطٟ ِٓ ِزغٙبد  �⃗⃗�ٚاػؼ اْ اٞ ِزغٗ   *(     )    (     )    (     )+. 

 . 𝑅. ٠ٚطٍك ػ١ٍٙب اٌمبػذح الاػز١بد٠خ ٌٍفؼبء 𝑉لبػذح ٌٍفؼبء  S. ٚػ١ٍٗ فبْ 𝑉رٌٛذ اٌفؼبء  Sارْ 

 

Sً٘ اْ اٌّغّٛػخ  :2مثال  *𝑡       𝑡        𝑡  .  لبػذح ٌفؼبء ِزغٙبد ؽذٚد٠بد اٌذسعخ اٌضب١ٔخ  +  

 ثؾ١ش اْ    𝑘  𝑘  𝑘ِغزمٍخ خط١ب، ٔفشع ٚعٛد اػذاد ِضً  Sٌىٟ ٔضجذ اْ 

𝑘 (𝑡
   )  𝑘 (𝑡   )  𝑘 ( 𝑡   )   ⃗⃗ 

(𝑘 𝑡
  𝑘 )   (𝑘 𝑡  𝑘 )   ( 𝑘 𝑡   𝑘 )   ⃗⃗ 

𝑘                          ⃗⃗ 

          𝑘   𝑘   ⃗⃗ 

𝑘  𝑘   𝑘   ⃗⃗ 

 ِغزمٍخ خط١ب. 𝑆. ٚ٘زا ٠إدٞ اٌٝ اْ    𝑘  𝑘  𝑘ٚاػؼ اْ ع١ّغ الاػذاد 

𝑡   𝑡 ٔفشع اْ   ثؾ١ش اْ   اٞ ِزغٗ غ١ش طفشٞ ِٓ    

 𝑡   𝑡     (𝑡
   )   (𝑡   )   ( 𝑡   ) 

 𝑡   𝑡     ( 𝑡
   )  ( 𝑡   )   (  𝑡    ) 

 𝑡   𝑡     𝑡
  (    )𝑡         

                           

                 

         

        (     )  ⁄      (     )  ⁄  

 𝑡   𝑡     (𝑡   )  ((     )  ⁄ )(𝑡   )  ((     )  ⁄ )( 𝑡   ) 

𝑡   𝑡 ٚاػؼ اْ اٞ ِزغٗ  Sاٌزؼج١ش ػٕٗ وزشو١ت خطٟ ِٓ ِزغٙبد٠ّىٓ      *𝑡       𝑡        𝑡   +  



 .   لبػذح ٌٍفؼبء S. ٚػ١ٍٗ فبْ   رٌٛذ اٌفؼبء  Sارْ 

 

 .dim𝑉ثبٌشِض  𝑉ٚعٛف ٔشِض ٌجؼذ  𝑉٘ٛ ػذد اٌّزغٙبد فٟ لبػذح  𝑉ثؼذ فؼبء ِزغٙبد غ١ش طفشٞ  تؼرَف:

.ِٓ اٌٛاػؼ اْ  dim 2 ⃗⃗3  اٞ اْ ثؼذ فؼبء اٌّزغٙبد ٘ٛ ػذد اٌّزغٙبد اٌّغزمٍخ خط١ب.   

dim𝑉: 1فٟ اٌّضبي dim𝑉: 2،ٚفٟ اٌّضبي      . 

 

Sارا وبٔذ  :3مثال  *𝑡     𝑡     +  عذ  .  ِغّٛػخ ِزغٙبد ؽذٚد٠بد اٌذسعخ اٌضب١ٔخdim  . 

 .  فٟ اٌجذا٠خ ٔٛعذ لبػذح اٌفؼبء 

 ثؾ١ش اْ     𝑘  𝑘  𝑘ِغزمٍخ خط١ب، ٔفشع ٚعٛد اػذاد ِضً  Sٌىٟ ٔضجذ اْ 

𝑘 𝑡
  𝑘 𝑡  𝑘   ⃗⃗ 

 ِغزمٍخ خط١ب. 𝑆. ٚ٘زا ٠إدٞ اٌٝ اْ    𝑘  𝑘  𝑘ٚاػؼ اْ ع١ّغ الاػذاد 

𝑡   𝑡 ٔفشع اْ   ثؾ١ش اْ   اٞ ِزغٗ غ١ش طفشٞ ِٓ    

 𝑡   𝑡     𝑡
   𝑡    

              

𝑡   𝑡 ٚاػؼ اْ اٞ ِزغٗ  ٠Sّىٓ اٌزؼج١ش ػٕٗ وزشو١ت خطٟ ِٓ ِزغٙبد     *𝑡     𝑡     +  

 .    dim. ٌٙزا فبْ    لبػذح ٌٍفؼبء S. ٚػ١ٍٗ فبْ   رٌٛذ اٌفؼبء  Sارْ 

 

 / انتحىَلاخ انخطُحراتغانفصم ان

:𝑆  (𝑇اٌٝ 𝑆 ٘ٛ رؾ٠ًٛ ِٓ  𝑇 ا٠خ ِغّٛػز١ٓ ِٓ اٌؼٕبطش، ٠مبي اْ  𝑆    𝑆 ٌزىٓ  تؼرَف: 𝑆 ⟶ 𝑆 ًارا وبْ ٌى ) 

.طٛسح ٚاؽذح فٟ  𝑇 ثٛاعطخ اٌزؾ٠ًٛ 𝑆 ػٕظش ِٓ             𝑆  

 ِذٜ𝑇(𝑆) ٠ٚطٍك ػٍٝ  𝑇( اٌزؾ٠ًٛ codomainِغزمش )  𝑆ٚػٍٝ  𝑇( اٌزؾ٠ًٛ domainِٕطٍك ) ٠𝑆طٍك ػٍٝ 

(range ًاٌزؾ٠ٛ )𝑇. 

 

 ػٕذ دساعخ اٌزؾ٠ٛلاد ٠غت الأزجبٖ اٌٝ الارٟ: ملاحظح:

 رؾذ٠ذ إٌّطٍك، رؾذ٠ذ طٛسح وً ػٕظش ِٓ إٌّطٍك، ِٚلاؽظخ ف١ّب ارا وبْ اٌّذٜ ٠إٌف ِغّٛػخ اٌظٛس اٚ اوضش.

 

 اوىاع انتحىَلاخ

 شزشوخثبٔٗ ِزجب٠ٓ ػٕذِب لارٛعذ طٛسح ِ 𝑇(: ٠مبي ٌٍزؾ٠ًٛ one-to-one or bijective)انتحىَم انمتثاَه . 1

 لاٞ ػٕظش٠ٓ ِخزٍف١ٓ ِٓ إٌّطٍك. ثّؼٕٝ اخش ػٕذِب ٠ىْٛ وً ػٕظش ِٓ اٌّذٜ ٘ٛ طٛسح ٌؼٕظش ٚاؽذ فمؾ ِٓ

:𝑇إٌّطٍك. اٞ ارا وبْ  𝐴 ⟶ (  )𝑇فبْ     𝑇(  ) ⟶ ⟶      أو       𝑇(  )  𝑇(  ) 

 .𝐴         ؽ١ش 

 

:𝑇(: ١ٌىٓ اٌزؾ٠ًٛ onto or surjective) انتحىَم انغامر او انشامم. 2 𝐴 ⟶  رؾ٠ٛلا شبِلا ارا وبْ 𝑇، ٠غّٝ  

 𝑇(𝐴)  .𝐴٘ٛ طٛسح ٌؼٕظش ٚاؽذ ػٍٝ الالً ِٓ   . اٞ ارا وبْ وً ػٕظش ِٓ   

 

:١ٌ𝑓ىٓ  :1مثال 𝑅 ⟶ 𝑅  :ٟرؾ٠ًٛ ِؼشف وبلار𝑓(𝑥)  𝑥 اْ اٌزؾ٠ًٛ ِزجب٠ٓ ٚشبًِ؟ ً٘ . 



⟸ٔفشع اْ  𝑥     𝑥  𝑅                          𝑓(𝑥 )  𝑓(𝑥 ) 

𝑥 
  𝑥 

  

𝑥  𝑥  

 رؾ٠ًٛ ِزجب٠ٓ. 𝑓ارْ 

𝑓(𝑥)ٔفشع اْ   𝑦  𝑅  

𝑥ارْ  √𝑦 ⟸ 𝑥  𝑦 ْٚاػؼ ا𝑥  √𝑦  𝑅  ْار𝑓 .ًِرؾ٠ًٛ شب 

 

:١ٌ𝑓ىٓ  :2مثال 𝑅 ⟶ 𝑅  :ٟرؾ٠ًٛ ِؼشف وبلار𝑓(𝑥)  𝑥 اْ اٌزؾ٠ًٛ ِزجب٠ٓ ٚشبًِ؟ ً٘ . 

⟸ٔفشع اْ  𝑥     𝑥  𝑅                          𝑓(𝑥 )  𝑓(𝑥 ) 

𝑥 
  𝑥 

  

𝑥  𝑥  𝑥   𝑥  

 رؾ٠ًٛ غ١ش ِزجب٠ٓ. 𝑓ارْ 

𝑓(𝑥)ٔفشع اْ   𝑦  𝑅  

𝑥ارْ  ∓√𝑦 ⟸ 𝑥  𝑦   ْثّب ا𝑦  𝑅  ْاٞ ا𝑦  ٌْٙب ل١ُ عبٌجخ ِٚٛعجخ ار𝑥  ∓√𝑦  𝑅   ػٕذِب𝑦 .عبٌجخ 

 رؾ٠ًٛ غ١ش شبًِ. 𝑓ارْ 

 

 انتحىَم انخطٍ

 ٌىً رؾ٠ًٛ خطٟ ارا وبْ 𝑇. ٠مبي ثبْ 𝑊اٌٝ فؼبء ِزغٙبد  𝑉رؾ٠ًٛ )داٌخ( ِٓ فؼبء ِزغٙبد  𝑇ارا وبْ  تؼرَف:

 فبْ: �⃗⃗�  �⃗�  ِٓ𝑉 ِزغ١ٙٓ          

1. .𝑇(�⃗⃗�  �⃗�)  𝑇(�⃗⃗�)  𝑇(�⃗�) 

2. 𝑇(𝑘�⃗⃗�)  𝑘𝑇(�⃗⃗�)  ؽ١ش𝑘 .أٞ ػذد 

 

:𝑇ارا وبٔذ  :1مثال 𝑅 ⟶ 𝑅   :ٟداٌخ ِؼشفخ وبلار𝑇,(𝑥 𝑦)-  (𝑦  𝑥   𝑦   𝑥  𝑦) ، ْا ً٘𝑇 رؾ٠ًٛ خطٟ؟ 

�⃗⃗�ٔفشع اْ   (𝑥   𝑦 )  �⃗�  (𝑥   𝑦 )  𝑅  

𝑇(�⃗⃗�  �⃗�)  𝑇,(𝑥   𝑦 )  (𝑥  𝑦 )-  𝑇,(𝑥  𝑥  𝑦  𝑦 )- 
 ,(𝑦  𝑦  (𝑥  𝑥 )   (𝑦  𝑦 )  (𝑥  𝑥 )  (𝑦  𝑦 )- 

𝑇(�⃗⃗�)  𝑇(�⃗�)   𝑇[(𝑥   𝑦 )-  𝑇,(𝑥  𝑦 )] 

 (𝑦   𝑥   𝑦   𝑥  𝑦 )  (𝑦  𝑥   𝑦   𝑥  𝑦 ) 

 ,(𝑦  𝑦  𝑥   𝑦  𝑥   𝑦   𝑥  𝑦   𝑥  𝑦 )- 
 ,(𝑦  𝑦  (𝑥  𝑥 )   (𝑦  𝑦 )  (𝑥  𝑥 )  (𝑦  𝑦 )- 

𝑇(�⃗⃗�ٔلاؽع اْ   �⃗�)  𝑇(�⃗⃗�)  𝑇(�⃗�). 

 .   𝑇(𝑘�⃗⃗�)  𝑇,𝑘(𝑥   𝑦 )-  𝑇,(𝑘𝑥   𝑘𝑦 )-  (𝑘𝑦  𝑘𝑥    𝑘𝑦   𝑘𝑥  𝑘𝑦 ) 

𝑘𝑇(�⃗⃗�)  𝑘𝑇,(𝑥   𝑦 )-  𝑘(𝑦   𝑥   𝑦   𝑥  𝑦 )  (𝑘𝑦  𝑘𝑥   𝑘𝑦   𝑘𝑥  𝑘𝑦 ) 

𝑇(𝑘�⃗⃗�)اْ  ٚاػؼ  𝑘𝑇(�⃗⃗�) ، ْار𝑇 .ٟرؾ٠ًٛ خط 

 

:𝑇ارا وبٔذ  :2مثال 𝑅 ⟶ 𝑅   :ٟداٌخ ِؼشفخ وبلار𝑇[(𝑥    𝑦)]  (𝑥    𝑦  رؾ٠ًٛ خطٟ؟ 𝑇ً٘ اْ ، (  



�⃗⃗�ٔفشع اْ   (𝑥     𝑦 )    �⃗�  (𝑥     𝑦 )  𝑅  

𝑇(�⃗⃗�  �⃗�)  𝑇,(𝑥   𝑦 )  (𝑥  𝑦 )-  𝑇,(𝑥  𝑥  𝑦  𝑦 )- 
 (𝑥  𝑥   𝑦  𝑦   ) 

𝑇(�⃗⃗�)  𝑇(�⃗�)   𝑇[(𝑥   𝑦 )-  𝑇,(𝑥  𝑦 )] 

 (𝑥  𝑦   )  (𝑥   𝑦   ) 

 (𝑥  𝑥   𝑦    𝑦   ) 

 (𝑥  𝑥   𝑦  𝑦   ) 

𝑇(�⃗⃗�ِٓ اٌٛاػؼ اْ   �⃗�)  𝑇(�⃗⃗�)  𝑇(�⃗�) ْار ،𝑇 .ٟرؾ٠ًٛ غ١ش خط 

 

 تؼض اوىاع انتحىَلاخ انخطُح

:𝑇اٌزؾ٠ًٛ  .1 𝑉 ⟶ 𝑊  ْثؾ١ش ا𝑇(�⃗�) �⃗�ٌىً  ⃗⃗    𝑉  ًرؾ٠ًٛ خطٟ ٠طٍك ػ١ٍٗ اعُ اٌزؾ٠ٛ ٛ٘
 اٌظفشٞ.

:𝑇اٌزؾ٠ًٛ  .2 𝑉 ⟶ 𝑊  ْثؾ١ش ا𝑇(�⃗�)  �⃗�  ًٌى�⃗�  𝑉  ًرؾ٠ًٛ خطٟ ٠طٍك ػ١ٍٗ اعُ اٌزؾ٠ٛ ٛ٘
 اٌزارٟ.

:𝑇اٌزؾ٠ًٛ  .3 𝑉 ⟶ 𝑊  ْثؾ١ش ا𝑇(�⃗�)  𝑘�⃗�  ًٌى�⃗�  𝑉 ٚ𝑘  𝑅   ُرؾ٠ًٛ خطٟ ٠طٍك ػ١ٍٗ اع ٛ٘

𝑘رّذد ارا وبْ  > > ، ٠ٚغّٝ أىّبػ ارا وبْ   𝑘 <  . 

 

:𝑇ارا وبْ  مثرهىح: 𝑉 ⟶ 𝑊 ْرؾ٠ٛلا خط١ب فب 

1. 𝑇 . ⃗⃗/   ⃗⃗. 

2. 𝑇( �⃗�)   𝑇(�⃗�)  ًٌى�⃗�  𝑉. 

3. 𝑇(�⃗�  �⃗⃗⃗�)  𝑇(�⃗�)  𝑇(�⃗⃗⃗�) ًٌى�⃗�    �⃗⃗⃗�  𝑉. 

 𝑉أٞ ِزغٗ فٟ  ١ٌ�⃗�ىٓ  انثرهان:

�⃗� ثّب اْ  .1 𝑇ارْ    ⃗⃗   . ⃗⃗/  𝑇( �⃗�)   𝑇(�⃗�)   ⃗⃗ 

2. 𝑇( �⃗�)  𝑇(  . �⃗�)   𝑇(�⃗�) 

3. 𝑇(�⃗�  �⃗⃗⃗�)  𝑇(�⃗�  (  ). �⃗⃗⃗�)  𝑇(�⃗�)  (  ). 𝑇(�⃗⃗⃗�)  𝑇(�⃗�)  𝑇(�⃗⃗⃗�) 
 
 

 وىاج ومذي انتحىَم
 

:𝑇ارا وبْ  تؼرَف: 𝑉 ⟶ 𝑊  ٟرؾ٠ٛلا خط١ب، فبْ ِغّٛػخ اٌّزغٙبد ف𝑉  ثفؼً اٌزطج١ك  ⃗⃗ اٌزٟ طٛسرٙب𝑇  رغّٝ ٔٛاح𝑇 
           (kernel of 𝑇 ٠ٚشِض ٌٙب )𝑘𝑒𝑟(𝑇)  ،.𝑘𝑒𝑟(𝑇)  {�⃗�  𝑉: 𝑇(�⃗�)   ⃗⃗} 

 

:𝑇ارا وبْ  :1مثال 𝑅 ⟶ 𝑅   0٘ٛ ػ١ٍّخ اٌؼشة ثبٌّظفٛفخ
   

   
 𝑇اٌّزغٙبد اٌزب١ٌخ رمغ فٟ ٔٛاح  ث١ٓ اٞ 1

       6
 

  
7  6

 

 
7 𝑇 6ٚاٞ ِٓ اٌّزغٙبد رمغ فٟ ِذٜ      

 

  
7  6
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𝑇 46
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7 ⟹ 6

 

  
7  𝑘𝑒𝑟(𝑇) 

𝑇 46
 

 
75  6

   

   
7 . 6

 

 
7  6

 

   
7 ⟹ 6

 

 
7  𝑘𝑒𝑟(𝑇) 



 𝑇 .0
 
 
1/  6

 

  
7 ⟹ 0
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1  0

 
  

1 ⟹ 0
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             ( ) 
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1  𝑟 𝑛(𝑇) 

𝑇 .0
 
 
1/  0

 
 
1 ⟹ 0

   
   

1 . 0
 
 
1  0

 
 
1 ⟹ 0

    
      

1  0
 
 
1 ⟹ 

          ( )       

            ( ) 

      ⟹ 0
 
 
1  𝑟 𝑛(𝑇) 

 

:𝑇ارا وبْ  :2مثال 𝑉 ⟶ 𝑊  رؾ٠ٛلا طفش٠ب عذ ٔٛاح𝑇  ِٜٚذ. 𝑇 

𝑇(�⃗�)رؾ٠ًٛ طفشٞ أٞ أْ  𝑇ثّب اْ              ⃗⃗      �⃗�  𝑉 

𝑘𝑒𝑟(𝑇)ارْ   𝑉. 

 ⃗⃗ ٟ٘  𝑇ثّب اْ اٌظٛسح اٌٛؽ١ذح اٌّّىٕخ ثٛاعطخ اٌزؾ٠ًٛ 

𝑟 𝑛(𝑇)ارْ   * ⃗⃗+. 

 

:𝑇ارا وبْ  مثرهىح: 𝑉 ⟶ 𝑊 ْرؾ٠ٛلا خط١ب فب 

1. 𝑘𝑒𝑟(𝑇)  ِٓ ٟفؼبء عضئ𝑉. 

2. 𝑟 𝑛(𝑇)  ِٓ ٟفؼبء عضئ𝑊. 

𝑇(�⃗� )ارْ  �⃗�     �⃗�  𝑘𝑒𝑟 (𝑇). ١ٌىٓ 1 انثرهان:   ⃗⃗    𝑇(�⃗� )   ⃗⃗           

𝑇(�⃗�  �⃗� )  𝑇 .�⃗� /  𝑇 .�⃗� /   ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗ 

 �⃗�  �⃗�  𝑘𝑒𝑟 (𝑇)ارْ 

𝑇(𝑘�⃗� )  𝑘𝑇(�⃗� )  𝑘.  ⃗⃗   ⃗⃗ 

 أٞ ػذد 𝑘ؽ١ش  𝑘�⃗�  𝑘𝑒𝑟 (𝑇)ارْ 

 .𝑉فؼبء عضئٟ ِٓ  𝑘𝑒𝑟(𝑇)ٚػ١ٍٗ فبْ 

 

( ⃗ )𝑇ثؾ١ش اْ  𝑉  ⃗      ⃗ ارْ ٠ٛعذ  �⃗⃗⃗�     �⃗⃗⃗�  𝑟 𝑛 (𝑇). ١ٌىٓ 2  �⃗⃗⃗�     𝑇( ⃗ )  �⃗⃗⃗�  

𝑇( ⃗   ⃗ )  𝑇 . ⃗ /  𝑇 . ⃗ /  �⃗⃗⃗�  �⃗⃗⃗�  

  �⃗⃗⃗�  �⃗⃗⃗�  𝑟 𝑛 (𝑇)ارْ 

𝑇(𝑘 ⃗ )  𝑘𝑇( ⃗ )  𝑘�⃗⃗⃗�  

 أٞ ػذد 𝑘ؽ١ش  𝑘�⃗⃗⃗�  𝑟 𝑛(𝑇)ارْ 

 .𝑊فؼبء عضئٟ ِٓ  𝑟 𝑛(𝑇)ٚػ١ٍٗ فبْ 

 
 


